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МАТЕМАТИКА

С. Б. СТЕЧКИН

О НАИЛУЧШИХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном И II 1952)

1. Пусть / (%) — непрерывная периодическая функция, En(f) (п = 
= 1, 2,.-.) —ее наилучшие приближения посредством тригонометри­
ческих полиномов порядка п — 1 и

(3» /) = max max Y (- l)* -i ( k. V(x + ih) 
|Л|<8 x \ 1 J

* Запись A(t)—-B(t) означает, что функции А (I) и В (/) имеют одиинаковый 
порядок, т. е. что существуют положительные константы Сх и С2> Для которых вы­
полняются неравенства СгВ (/) <; А (/) С С2В (I).

** Эта задача была поставлена предо мною в 1948 г. С. Н. Бернштейном и В. В. Сте­
пановым.

ее модуль непрерывности &-го порядка.
В моей работе (*)  доказана теорема («основная теорема»), частным 

случаем которой является следующее предложение:
А. Пусть k — натуральное число и 0<^a<^k. Для того чтобы

En(f)~n— * (п-1, 2,...), (1)

необходимо и достаточно, чтобы

(0<8<1).

Возникает естественный вопрос, нельзя ли указать эквивалент усло­
вия (1) в классических терминах модулей непрерывности функции f(x) 
и ее производных **.  Отвечая на этот вопрос, я доказываю здесь такую 
теорему:

Теорема. Пусть а>0, k и г — целые числа, причем 
£фг>я. Для того чтобы

En(f)~n- (п-1, 2,...), 

необходимо и достаточно, чтобы

f"}~ba~r (0<8<1).

Полагая в этой теореме г — 0, мы вновь получаем утверждение А. 
Далее, если а не целое, то, полагая г = [я], k — 1, получаем, что (!) 
эквивалентно условию

т (8, /™>) ~8“-[а],
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а если a-целое, то полагая г = a — 1, Л = 2, получаем, что (1) экви­
валентно условию

^(S,
Заметим также, что из нашей теоремы вытекает эквивалентность 

условий

(0<8<1)

для всех k и г, удовлетворяющих неравенствам 0<CrO, k + r>a.
2. При доказательстве сформулированной теоремы мы будем поль­

зоваться следующими известными результатами (1):
В. Пусть k — натуральное число, г — целое неотрицательное и 

функция f^x) имеет непрерывную r-ю производную (х). Тогда

Еп (/) < С3 (k, г) n~r<Dk (п~\ (л = 1, 2,.. .)•

С. Пусть k — натуральное число. Тогда

ф)^С^к)п~к 2 (п = 1, 2,...).
V=1

D. Пусть k и г — натуральные числа и сходится ряд
Тогда функция f(x) имеет непрерывную r-ю производную ^(х) и

!
п 03 .

я_, + 2 (п = 1, 2,.. .).
v=l V=«+1 '

Кроме этих предложений, нам понадобятся две леммы тауберова 
характера, относящиеся к числовым рядам с монотонными членами.

Лемма 1. Пусть и„ 10*  и

* Запись ип 10 означает, что «х> и2>... > и, > ... и и„->0 при

— (п = 1,2,...).
V=1

Тогда
u„^n^~k (п =1, 2,...).

Лемма 2. Пусть г>0, у>0, ■пДО л

У — л-т (л = 1, 2,...).

Тогда
vn ~ л-7-' (л = 1, 2,...).

Доказательства этих лемм весьма просты. Например, если £ > 1 и

О < С6лр -С У «С
V=1

ТО

У ^и,= у ^-1лч-у-Л-1«7>С6лР-С7лгЗ,
v=m+l v=i v=i
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откуда в силу монотонности последовательности {««}

Полагая здесь

получаем, что 
lint kC^m^ (С* — — C9m^~k > 0.

Аналогично устанавливаются и остальные утверждения лемм.
3. Переходим к доказательству теоремы. Пусть сперва г — 0, k'>a 

и En{f)~n~a. Тогда из теоремы В вытекает, что

{n-i, f) > Cl0 г) п~а, 
а из теоремы С, что

г, а) п~а.
Таким образом,

^{n-i,

И, В силу МОНОТОННОСТИ функции <Ok (8, /), 
шА(г,/)~оа (0<8<1).

Пусть, далее, 0<г<я, £ + г>я и En(f)~п~л. Тогда, рассуждая 
аналогично предыдущему, выводим из теорем В и D, что

/И) ~ 8“"' (0<3<1).
Итак, условие En{f)— п~“ влечет выполнение условий 

(0<8<1)

для 0 < г < я, k 4- г > А.
Пусть теперь г = 0, и ш*(8, /)~8а. Тогда, в силу теоремы В, 

En(f)<C12{k)n-, 

„откуда

V=1 V=1

а в силу теоремы С

v=l

Поэтому 

v=l
Положив в лемме 1 $ = k — я, ип = Еп (/), получаем отсюда, что

E„(f)~n-“ (/г = 1, 2,...).
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Пусть, наконец, 0<г<а, & + г>-а и шА(8, /w)~o“ г. Каки выше, 
выводим из теоремы В неравенства

£„(f)<C15(A, r)«-* (n=l, 2,...). (2)
Для оценки En{f) снизу введем обозначение

со
Ап = yy^E,(f). 

у=п
С одной стороны, в силу (2), 

СО 03

Ап = 2 ^Е, (f) < С15 (£, г) 2 < С18 г, а) п^,
V—U ч=п

откуда

2с16 (&, г, a) 2vS+r_a l r> а) tlk+r~*. (3)
v=l V=n

С другой стороны, в силу D, 
п п оо

2 = 2 2 рг~іер =
v=l V=1 p=v

n p n co

= 2 2 (/) + 2 2 pr^ </) >
/?=1 v—1 V=1 p=«+l

{n OO .

P=1 p=«+l 1

> C19 (k, r) nknr~a = C19 (k, r) nk+r~a, (4)
где C19>-0. Из соотношений (3) и (4) вытекает, что

2 ^^А v — п6+г~а. 
V=1

Полагая в лемме 1 р = k + г — а, ип = А„, получаем, что

Л„ = ^^Ev{f}~n'-*. (5)
V=^

Наконец, полагая в лемме 2 у — a — г, vn = Еп (f), выводим из (5) 
соотношение

EniJ^ti-^ (м=1, 2,...).

Итак, любое из условий wk{p, f(r^ — 8a~r (0<3<; 1), где 0<;r-<a, 
k-\-r^>a, влечет En(j)~n~a (n= 1, 2,...). Теорема доказана.

В заключение заметим, что результаты настоящей работы без изме­
нения формулировок и доказательств переносятся на приближения 
в метрике Lp
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