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МАТЕМАТИКА

С. М. ЛОЗИНСКИЙ

ОБРАЩЕНИЕ ТЕОРЕМ ДЖЕКСОНА

(Представлено академиком В. И. Смирновым. 14 II 1952)

Введем следующие обозначения: С — пространство функций f(x), 
вещественных, непрерывных и 2тс-периодических на (— оо, ©о) с нормой

Ц/H= шах №)!• 
С х

Q*— множество функций <» («), удовлетворяющих следующим условиям: 
1) ш (и) непрерывна при 0 < и < ©о, 2) 0 <<«(«')< “ (и") при 0 < и! < и", 
3) о» (0) = 0.

Если р — натуральное число, h — вещественное число, fQC, то Дл/ 
означает функцию, определенную формулой

AVW = 2(-irft(j)/(x + W
*=0

Если р — натуральное число, f^C, то определим функцию о>^(/и) 
формулой

и)= max 
|Л|<« с

Функция и) называется модулем непрерывности порядка р функ­
ции /.

Если {ал}Хі и {рл}Хі суть две последовательности положительных 
чисел, то запись ал —Рл означает, что существуют константы т и М 
такие, что при п= 1,2,3,...

Если а (ц) ц 3 (и) суть две функции, определенные и положительные 
при 0 <^и <©о, то запись а(ц)~р(«) означает, что существуют кон­
станты т и М такие, что 0 < т М при всех достаточно ма-
лых м>0.

Если^г—натуральное число, то означает множество тех функ­
ций ff: С, которые имеют непрерывные производные первых г порядков.

Если fOC и п — натуральное число, то положим

£„(/) = min ||/- |L,Гл С
где min берется по всем тригонометрическим полиномам порядка^ п.
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Известны следующие результаты:
I. Если р— натуральное число и f^C, то

£„(/)=о [Ц/4)]-
II. Если р и г— натуральные числа и f£C(r\ то

При р = 1 это известные теоремы Джексона. Случай р = 2 рассмат­
ривался рядом авторов. Приведенные здесь формулировки принад­
лежат С. Б. Стечкину (г).

Рассмотрим вопрос об обращении этих теорем.
Теорема 1. Пусть р — натуральное число, ®б(Г и существует 

число /С> 1 такое, что

Тогда, если f б С, то для того, чтобы
^p\f,u) = O[^(u)], (1,2)

необходимо и достаточно, чтобы

Д^) = о[О)(^|. (1>3)

Если же чйслсі~ К> 1, удовлетворяющего (1,1), не существует, 
то найдется f^C такая, что выполнено (1,3), но не выполнено (1,2).

Теорема 2. Пусть р и г — натуральные числа, и суще­
ствует число К~>\ такое, что

1<Ит <о(И)

Тогда, если f б С, то для того, чтобы

f б С(г) и wp (f(r\ и} = О [® (ц)], 
необходимо и достаточно, чтобы

^(/) = О

(2,1)

(2,2)

(2,3)

Если же числа К>\, удовлетворяющего (2,1), не существует, 
то найдется такая, что выполнено (2,3), но не выполнено (2,2).

1 е 0 Р е м а 3. Пусть р — натуральное число, ш б О* и существует
1 такое, что

lirn 
и-*о+

ы (КЩ 
ы (и)

Тогда, если f б с, то для того, чтобы

(/, «) — “ №)> 
необходимо и достаточно, чтобы

(У-
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(3,1)

(3,2)

(3,3)



иг — натуральные числа, w е 12 и суще-

(4 1)

Если же числа. К~>\, удовлетворяющего (3,1), не существует, 
то найдется f € С такая, что выполнено (3,3), но не выполнено (3,2).

Т е о р е ма 4. Пусть р '
ствует 1 такое, что

1 <lim 
и—>о+ ” «“^0+ ~

Тогда, если f^C, то для того, чтобы

f € и (dp (f(r\ и)^ш (w), (4,2)

необходимо и достаточно, чтобы

<*3>

Если же числа /<>1, удовлетворяющего (4,1), не существует, 
то найдется / € такая, что выполнено (4,3), но не выполнено (4,2).

Каждая из теорем 1—4 состоит из «положительного» неотрицатель­
ного» утверждения. В «положительном» утверждении говорится, что 
если функция ф С £1* удовлетворяет условию (у, 1) (» — номер теоремы), 
то соотношения (у, 2) и (», 3) равносильны. В «отрицательном» утвержде­
нии говорится, что если функция ф € ТЕ нарушает названное условие, 
то соотношения (», 2) и (», 3) уже не равносильны, и указывается, в 
каком именно смысле они не равносильны. Эти теоремы обобщают 
ряд результатов С. Н. Бернштейна (2), Валле-Пуссена (3), Зигмунда (4) 
и С. Б. Стечкина (*). Названные авторы устанавливали различные до­
статочные условия для о> (и), при выполнении которых соотношения 
(», 2) и (», 3) равносильны (»=1,2, 3). Вопрос о равносильности соотно­
шений (4,2) и (4,3), насколько мне известно, в литературе не рассмат­
ривался. Однако С. Б. Стечкин доказал (в еще неопубликованной 
работе), что при ф (и) = иа, 0<а< 1 и при ф (и) = и, р = 2, 3, 4,... 
соотношения (4,2) и (4,3) равносильны. Этот результат есть, очевидно, 
важнейший частный случай «положительного» утверждения теоремы 4. 
С. Б. Стечкин любезно сообщил мне идею своего доказательства. Мое 
доказательство «положительного» утверждения теоремы 4 получено 
позже названного результата С. Б. Стечкина, но, повидимому, отлично 
по методу. «Отрицательные» утверждения теорем 1—4 доказываются 
построением специальных примеров.

Результаты этой работы справедливы не только в пространстве С, 
но и в функциональных пространствах типа Е^, введенных в моей 
работе (5).
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