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ДВУХ УРАВНЕНИЙ ПРИ ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 7 II 1952)

В приложениях часто встречаются системы двух линейных гипер­
болических уравнений, имеющие следующий вид:

^=А& ^4* 
дъ ' и д-п

0) 
^ = В& г^.
д^ ' ’ "

Решение краевых задач для этих уравнений существенно упро­
щается, если для системы (1) известно общее решение, содержащее 
две произвольные функции.

В настоящей заметке укажем класс систем (1), для которых общее 
решение легко находится.

1. Рассмотрим уравнение

^ + А^г^+В^ (2)

и решим вопрос о виде коэффициентов А} (£, и В± (£, т;), при кото­
рых общее решение (2) представляется формулой

(3)
где Л и/2 — некоторые фиксированные функции, а Фх и Ф2—произ­
вольные функции своих аргументов.

Подставляя (3) в (2), получим уравнения для fr и /2:
| ^ + АА-о. +

^~ + A1^ + 51^i = 0, ^4- + Ах^ + Вх^ = 0.

Из первых уравнений (4) находим:
•И

- f А^
/1 & = ®1 (5) е 7,0

5 (5)
- jBirfg

где фх и <?2 — произвольные функции своих аргументов.
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Подставляя (5) во вторые из уравнений (4), получим условия для
Аг и В^.

^ + ^ = 0,
(6)

+ А1В1 = 0.ОТ) 1 11

Эти условия встречаются и в работе Н. П. Еругина (т).
Из (6) имеем:

д/Ц_  дВ^ /7\

Следовательно,
л р ^Ф /о\Л1 = ^’ B'=~dV (8)

Подставляя (8) в (6), получим уравнение

д2ф , ^Ф б® _ п га\
д^от) 1 дъ ~U’ 1 ’

которому должна удовлетворять Ф, связанная с Аг и Вг соотноше­
ниями (8).

Положим

Ф = In v.
Из (9) получим

-^ = 0

Поэтому из (8) имеем

о
11 Л (5) + (1]) ’ - Л (5) + f2 (7)) ’

(Ю)

(Н)

где F^ и F^— произвольные функции своих аргументов.
Следовательно, из уравнений (2) общее решение вида (3) имеют 

только уравнения вида

й2и . ди . ^1(5) ди р
+ Л (5) + F2K) йГ + (5) + та ~ ’ (12)

являющиеся обобщением известного уравнения Эйлера—Дарбу. 
Если (2) имеет вид (12), то в имеет вид

(13)

где Фй и Ф2 произвольны.
2. Рассмотрим теперь систему (1) и поставим вопрос о виде коэф-

Ф1 (С) + Ф2(ч)
Л (5) + (ч) ’

фициентов А 
Исключая

и В, при которых х имеет вид (3). 
из (1) у, получим для х уравнение

дгх 1 дВ дх 1 дА дх_ „
1 A — Bdq д^ А-В^д-ц U‘
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Следовательно, должно быть:

1 дв _ F2 М
А — В д-ц ~ Л (5) + ^з (ч) ’

1 дА _ F' (Ц)
А-Вд^ F^ + F^y

(15)

Умножая первое 
читая, получим

из уравнений (15) на Х^), а второе на ^(^ивы-

^-[/72^^+^[ЛЮ5] = о. (16)

Следовательно,

(17)

Подставляя А и В из (17) в (15), получим одно уравнение для Ф

д2Ф F^ty) ^($) ЙФ п
+ Л (5) + F, (ч) + Л (?) + F2 (ч) фГ ~ °’

имеющее вид (12).
Следовательно, 

ф = + Ft (ч)

л _ 1 Л4 W [^1 (5) + (4)1 - F2 (ч) [F, (5) + Ft (ч)] 
f2'(4) [^(^ + ^ІчЯ2

„ 1 F^ ($) (5) + F, (ч)] - F[ К) [F8 (5) + Ft (ч)]

F[ (5) [Л (5) + F, (4)]2

(18)

(19)

(20)

где Flt F2, F3 и Fi — произвольные функции своих аргументов.
Если заменить в (20) А на 1 / А и В на 1 /В, то получим вид А и 

В, при которых у имеет вид (3). При наличии (20) х дается форму­
лой (13), а у находится квадратурами из (1).

3. Имея А и В вида (20), при которых система (1) легко интегри­
руется, можем, следуя С. А. Христиановичу (2), ставить вопрос о при­
ближенном интегрировании системы (1). Для этого нужно, распоря­
жаясь четырьмя произвольными функциями F^ F2, F3 и Fit аппрокси­
мировать коэффициенты А и В функциями от $ и имеющими вид 
правых частей (20).
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