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МАТЕМАТИКА

Д. Л. БЕРМАН

к ВОПРОСУ ОБ ОЦЕНКЕ ПРОИЗВОДНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКОГО ПОЛИНОМА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 13 XII 1951)

Г. Обозначим через {^(х)}^ совокупность фундаментальных 
полиномов Лагранжа, построенных для п-й строчки матрицы узлов

х^
Х<г>, %(2)

х\п\ Х<п\ х^ 1 2 ’ ’ п (1)

+ 1>х^>х(!л)>.-.>х<г'г)>-1 (п=1, 2,...).

В моей заметке f1) доказана следующая теорема:
Пусть п-я строчка матрицы узлов (1) составлена из корней 

полинома Рп(х) = (1 — х2) vn (х), -и„ (х) = sin (я — 1) 6 / sin 6, x = cos9. 
Тогда для любого х€[—1, 1] справедливо неравенство

dtyM
СП2. (2)

где с — абсолютная константа.
Из этой теоремы следует предложение:
Теорема 1. Если алгебраический полином R (х) степени не выше 

п — 1 в точках

(#— 1)тс к 1 оXk — cos -------т— , я = 1, 2,..., я, п — 1 ’ ’ ’

удовлетворяет неравенствам

|/?(х*)К1, k — \, 2,. ..,я,

(3)

(4)
то во всех точках сегмента [—1, 1] производная этого полинома 
R' (х) удовлетворяет неравенству.

\R' (х^с^п-Х)*, (5)
где сг — абсолютная константа.

Действительно, так как R (х) — полином степени я—1, то R' (х) = 
п ' ( }= S R (Xk) Ik (х), где [Ik — фундаментальные полиномы Лагран- 

Й=1
жа системы точек (3). Значит, из неравенств (4) следует, что
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|/?'(x)|<max 2 dx Хб[-1, 1]. (6)

Из неравенств (2) и (6) следует, что во всех точках интервала 
[—1, 1] выполняется (5).

Теорему 1 уместно сравнить с известной теоремой А. А. Маркова, 
утверждающей, что если полином /?(х) степени не выше п — 1 во 
всех точках интервала [ — 1, 1] удовлетворяет неравенству

іадкі, (п

то его производная R' (х) удовлетворяет неравенству 
|/?'(х)|<(п-1)2, х€[-1, 1]. (8)

Очевидно, что условие (4) менее жестко, чем условие (7), а нера­
венство (5) отличается от неравенства (8) лишь константой.

Следствие. Если алгебраический полином R (х) степени не 
выше п — 1 в точках хк = + Ц^соз k = 1, 2, ...,п (Ь>а),
удовлетворяет неравенствам | R (хк) | Ж, то во всех точках сег­
мента [а, 6] его производная R' (х) удовлетворяет неравенству 
I R' (х) | (п — I)2, где ci — абсолютная константа теоремы, 1.

Замечание 1. Пусть обозначает множество всех многочленов 
R(x) степени п— 1, для которых I /^^cos < 1, 'k = 1, 2,..., n.
Положим = sup max j R’ (x) [. Из неравенства (6) следует, что 

(-* п л1 —l<t<l

Mk^ < max у I lk (x) I. (9)

n '
Пусть E I lk (%) I достигает в интервале [—1, 1] максимума при х=х0. 

£=1 _  п t
Тогда для полинома R(x) — Е sign 4 (х0)/Дх) имеет место равенство

Й=1

max |/?'(x)|=max у |/I (х) |. (10)
—Кх<1 1]

Так как R € Щ-ь то из соотношений (9) и (10) следует, что 
п ,

Л4-1 = max Е 11к (х) |.
—1<л<1 й=1 \

Замечание 2. Если полином R(x) степени (п — 1) удовлетворяет 
неравенствам (4), то для k-w производной полинома Rw (х) имеет место 
неравенство | Rw (х) | c^T^fl), х € [—1, 1], 7',J_1(x)=cos (n—l)arc cosx, 
где константа ск зависит лишь от k.

Действительно, так как Rw (х) = [R'(х)](к~1}, то из неравенства 
В. А. Маркова (2,3) следует, что

|Я<*’(х)|< Л-^’О) max |/^ х€ [-1, 1]. (11)
—io<i

Из теоремы 1 и (11) следует, что | R{h}(x) |< сг (п— I)2 (1),
х€ [—1, 1]. Легко доказать, что сг (п — I)2 Л^’Ь) <с*Л-і(1), где кон­
станта ск зависит лишь от k, откуда и следует замечание 2.

2°. Пусть R — £-мерное евклидово пространство, X (хп х2,..., хА) QR. 
Обозначим через С{к} пространство непрерывных функций от k пере-
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менных, определенных в кубе К-. |хг|<1, г = 1, 2, Норма
f^Cw определяется равенством ||/]| w = max\f(X) |. Будем говорить, 

xqk

что линейная операция U(/, X) из C<h) в C{h} является s-кратной ли­
нейной полиномиальной операцией дифференцирования порядка п(пъ 
п2,.. ., Пк), если: 1) для любой /€C(/i) U(f, X) — алгебраический по­
лином степени не выше п^, п2,..., Пк, соответственно, относительно 
переменных х2,..., хк, 2) для любого полинома Р (X) степени не 
выше Пц п2,., nk относительно х1г х2,..., Хь имеет место тождество

ЩР, X) = dsP 
дх^... дхр

■ к
E 

7=1
a, = s (12)

Теорема 2. Норма s-кратной линейной полиномиальной опера­
ции дифференцирования порядка п (п^, п2,..., nk), переводящей С(к> 
в Ст, удовлетворяет неравенству || w П (1)- 

k 1 1
Доказательство. Пусть Р (X) = П ТпЛхф Согласно (12) 

;=1 1 1 k
ЩР, Х^^Т^х}. (13)

Так как ||Р||С(Л) = 1, то

II ЩР, X) || w < || и || (h) || Р|| (h) = II и 11(h). (14)U С С
Из равенства (13) следует, что 

. Л Л
II и (Р. X) ||сИ = П (х,) I > П ту (1). (15)

7=1 7=1
Из (14) и (15) следует теорема 2.

Следствие 1. Норма s-кратной линейной полиномиальной 
операции дифференцирования порядка п (п^ п2,..., пи) удовлетворя- 
л II ГТ и А —1)---1”^ —И;—1)2]ет неравенству ||Д7|Ы> П ---- ————L—1.с £=1 —і;н

Это следствие непосредственно следует из равенства Thk)(l) = 
_ П2 (П2 — 1) . . . fr2 — (k — I)2]2

(2Й - 1)!!
Следствие 2. Для любой системы узлов многомерного интер­

полирования (4) {Xj}y=1, N = П (nj + 1), из единичного куба К имеет 
7=1 

место неравенство
N I w\

max У ---------> IT (1) (16)хек дх^дх°*...дх°ь 11 nj ИЛ
v 7=1 12 Л 7=1

где {1ДХ)}—фундаментальные полиномы Лагранжа многомерного 
интерполирования.

Доказательство. Изопределения системы узлов интерполи­
рования следует, что операция

7=1 12 h
является s-кратной линейной полиномиальной операцией дифференци­
рования порядка /г (п1, и2,..., Пк) из С(А) в С^\ Легко убедиться, что 
норма операции (17) равна левой части (16), откуда и вытекает (16).
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Теорема 2 и следствия 1 и 2 являются обобщениями на многомер­
ный ^случай результатов моей заметки (1).

3°. В настоящем пункте мы докажем, что неравенство (16) являет­
ся точным относительно пп п2, ...,пь в отношении порядка.

Теорема 3. Пусть l-я компонента тонки X(хь х2,..., хр) при­
нимает значения х^, х^,х^, где = cos (>/га.), j = 0, 1,2,...,«. 
г = и’ ’' ’ Т°гда для системы интерполяционных узлов порядка 
^ = П (nj +1)

•••><)}, Д = 0, 1, 2,...,ras, s = 1, 2, (18)
имеет место неравенство-.

* dkliW k2 (19)
7=1 1 2 * ;=1

Доказательство. В случае системы узлов (18) левая часть (19) 
принимает вид:

nk ",

2--2
Л=і 4=1

k
JI bs
4=1

(20)

Из (2) и (20)

nk ni

Ік^ Л=®

следует, что 
. k

д
S=1 _

dxtdx2.. .it;
h

<C Ц га2, где C— абсолютная константа.
7=1

Теорема 4. Если алгебраический полином от k переменных 
Р(xD...,Xk), степени не выше пъ n2,...,nk относительно хь х2,... 
...,Xk, соответственно, удовлетворяет в точках (18) неравенствам

\Р^,...,х^\^\, Д = 0, 1, 2,.. .,га5, s = l,2,...,^, (21) 

то во всех точках Х^К выполняется неравенство
dkP(xlt х2,..., xk) k
—дх ----- < С JI га2., где С — абсолютная константа.

* 7=1

Действительно, так как Р (X) степени не выше nvп^ то
Пь k г

Л=0 s=l

Из неравенств (21) следует, что

(22)

Из (22) и теоремы 3 следует теорема 4.
Поступило 
4 XII 1931
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