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РЕЗОЛЬВЕНТЫ ОСНОВНЫХ [ЗАДАЧ ТЕОРИИ ПОЛЯ

(Представлено академиком А. И. Некрасовым 10 XII 1951)

Основные задачи теории поля, вытекающие из гидродинамики вяз­
кой и идеальной жидкости, теории упругости и электродинамики, 
состоят в следующем. В области Q + S требуется определить век­
тор v (р), правильный (Q внутри S) или регулярный (Q вне S), удовле­
творяющий уравнениям в частных производных

rotv = Q, divv = 6 (1)

и соответствующим граничным условиям:
а) п е р в а я задача (v, еД = glt (v, е2) = g2 (ех, е2 — единичные 

векторы координатных линий граничной поверхности S);
б) вторая задача (v, и) —f (п — вектор нормали).
Для разрешимости этих задач должны выполняться некоторые не­

обходимые условия. Будем отличать внутреннюю задачу от внешней
с помощью параметра е: если е — +1, то имеем внутреннюю задачу, 
если е = — 1, то внешнюю (нормаль направим вне S). Обозначим зна­
ком результат интегрирования по области, а знаком ф — интеграл

по граничной поверхности, которую будем считать простой, гладкой 
в смысле Ляпунова(Д. Необходимые условия разрешимости первой 
задачи, как легко показать, состоят в следующем: div Q — О,

J Q dq = е ф (gl е2 - g2 еД ds, (Q, n) = h. h2 - А ,

$
где Aj, Л, — метрические коэффициенты, hk Л = 1, 2. Необхо-

°4k
димые условия разрешимости второй задачи известны (2).

Если выполнены необходимые условии разрешимости, то основные 
задачи теории поля имеют единственные решения. В настоящем со­
общении мы построим эти решения с помощью резольвенты D (t, s) 
интегрального уравнения

. р д —
(2)

и резольвенты С (t, s) интегрального уравнения

| I3»
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Поставим задачу о построении наиболее простой подстановки

v = v0 + grad Ф, 72Ф = 0, (4)

rotv0 = Q, divv0 = 6, (5)

которую можно было бы использовать и для определения функции Ф 
по граничным условиям. Известные методы решения (2-4) этим двум 
требованиям не удовлетворяют. Поэтому рассмотрим новый метод.

Лемма. Для представления вектора n в виде (4), (5) достаточно 
знать для внутренней задачи резольвенту D (t, s) уравнения (2), 
а для внешней — резольвенту С (t, s) уравнения (3).

1. Внутренняя задача.

Vo (р} (rot,Q - 0)dq +

+ + ф ds' (6)

В силу теорем Остроградского — Гаусса и Пуассона будем иметь 
div v0 = 6,

rotv0 = Q + -^Vp div^ A-dq + div^^-^rZs^.

Пусть
diVp ^rdq + diVp ~ds = 0. (7)

Тогда уравнения (5) будут удовлетворены. Преобразуем равенство (7)

Г 
дп (з) ds = 0.

Слева здесь гармоническая функция. Поэтому, если это ^равенство 
будет иметь место в граничных точках t, то оно будет выполняться 
и внутри области. Выполнив предельный переход (p-+t), получим 
интегральное уравнение для определения функции 8

г Ц, S) ds-Ъй (f) + QS(s)
д -L
^ds = °- (8)

Как известно (5), однородное интегральное уравнение, соответству­
ющее уравнению (8), имеет нулевое решение. Поэтому оно разрешимо.

2. Внешняя задача. Пусть

Тогда будем иметь

diwo = 0, rot v0 =А + * v J A a"ds- + V dlv “ dq i. (10)
r(p,s) jr(p,q) )

Положим

div« = 0, ^(р) + ±-^рф = Щр). (H)

546



Тогда уравнения (5) будут удовлетворены. Равенство (11) служит для 
определения вектора <о:

Чр) = Щр)--^рф-ф^у</$, 7 = ю„. (12)

Отсюда следует, что нормальная проекция искомого вектора удовлет­
воряет уравнению

дА
7 (t) = 2Q„ (t) - ф 7 (s) ds. (13)

Однородное интегральное уравнение, соответствующее уравнению (13), 
имеет, как известно (Б), ненулевое решение 70 (£). Однако оно раз­
решимо:

7 (^) = Я70 + 2Q„ ф ф С (t, s) £ln (s) ds. (14)

Постоянная а находится из равенства ф 7 (s) ds = 0.
Перейдем к граничным задачам. Выполнив подстановку одним из 

указанных выше способов, мы получим для первой задачи граничные 
условия в виде

— (v. еЩ *»>, *=1.2, (15)

а для второй задачи в виде

^-=/-(von). (16)

В силу третьего необходимого условия разрешимости первой задачи 
система уравнений (15) совместна и определяет гармоническую функ­
цию Ф на S.

Теорема 1. Для решения первой задачи теории поля доста­
точно знать резольвенту D (t, s) (внутренняя задача) или резоль­
венту С (t, s) (внешняя задача).

В самом деле, в случае внутренней задачи положим

(17)

Тогда для получим интегральное уравнение (2), которое решается 
с помощью резольвенты D. В случае внешней задачи используем 
формулу Грина. Тогда получим для дФ / дп интегральное уравнение (3), 
которое решается с помощью резольвенты С.

Теорема 2. Для решения второй задачи теории поля доста­
точно знать резольвенты D(t, s) и С (t, s).

1. Внутренняя задача. С помощью D находим v0. Опреде­
ляем Ф через потенциал простого слоя

(18)

После использования граничного условия получаем интегральное 
уравнение для функции а. Резольвентой этого уравнения является С.

2. Внешняя задача. С помощью С находим v0. Определяем Ф 
по формуле Грина, а затем (после предельного перехода) находим Ф (s) 
с помощью резольвенты D.
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Итак, если известны резольвенты внутренних проблем Дирихле и 
Неймана, то вектор v (р) внутренних и внешних задач теории поля 
определяется в замкнутом виде. Поэтому мы называем функции D и С 
резольвентами основных задач теории поля.

В качестве одного из эффективных приложений изложенного ме­
тода построены интегральные уравнения, решающие следующие гра­
ничные задачи:

а) п е р в а я з а д а ч a (vz е^ = g^\ (vz е2) = t 2,..., tn,

tn >
FOt V/= QZ, div v; = (1$)

A=1

б) вторая задача (vz n) = Д I = 1, 2,..., tn,

rot vz + 2 div Vl = в1' <20)
*=1
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