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I. К задаче интегрирования в произвольном топо­
логическом пространстве. Результаты этого пункта являются 
вспомогательными для пункта V этой статьи. Ниже мы будем пользо­
ваться топологическими понятиями и результатами по статье (х).

Пусть М обозначает топологическое пространство и {МДкхи — 
конечное покрытие М. Если «>1 и при l<^k<^n нельзя указать k 
элементов покрытия, также образующих покрытие М, то назовем 
{ТИДкХл приведенным покрытием М и п — числом этого 
покрытия. Очевидно, если элементы некоторого конечного покры­
тия отличны от М, то можно выделить несколько элементов этого 
покрытия так, чтобы они образовали приведенное покрытие М.

Множество U (М) П Mj) назовем границей приведенного кано- 
i+j

нического покрытия {-/ИЯк/кл пространства М.
Теорема 1. Во всякое приведенное и замкнутое покрытие 

{Fj}^^ можно вписать приведенное каноническое покрытие 
{МДк7-<;г с границей F так, чтобы выполнялось

Fc U 
j=i

где есть любое открытое множество с замыканием, равным Fj 
(1

Если вещественная функция f(x) на М и положительное число е 
таковы, что колебание /(х) меньше е на канонически замкнутых мно­
жествах приведенного канонического покрытия Z пространства М, то 
мы назовем Z (/, е)-каноническим покрытием М.

Из теоремы 1 легко вытекают следующие теоремы.
Теорема 1а. Если вещественная функция /(х) ограничении 

непрерывна на топологическом пространстве М, то для любого 
0 можно указать (f, гуканоническое покрытие в М.
Теорема 16. Если М — компакт, то для любого г>0 можно 

указать каноническое покрытие, диаметры элементов которого не 
превосходят числа е („каноническое г-покрытие").

Если а (/) есть неотрицательная нормированная и вполне аддитив­
ная функция множеств на борелевском теле пространства М*,  то 
теорему 1а можно усилить, а именно:

* Имеется в виду борелевское тело, содержащее систему замкнутых множеств.
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Для всякой ограниченной вещественной и непрерывной на М 
функции f (х) и любого е>0 можно указать такое (f, ^-канони­
ческое покрытие Z, граница F которого имеет a-меру, равную нулю 
(з (Д) = 0); такое покрытие Z назовем (a, f, г)-покрытием М.

(®> /> е)-покрытию пространства М поставим в соответ­
ствие сумму Е f где Xj^Mj, такую сумму назо-

7=1
вем канонической е-суммой (функции f(x) относительно ме­
ры а(/)).

Имеет место неравенство-.

J/W^3(^) -s0| <£> 
М I

где Ео есть любая каноническая г-сумма и f (х) da (1Х) обозначает 
м

интеграл Радона функции f(x) относительно а(1).
Если М есть компакт, то этот результат можно усилить, заменив 

(/, е)-каноническое покрытие каноническим s-покрытием, граница кото­
рого имеет a-меру, равную нулю.

II. Различные топологии в множестве экстремаль­
ных точек выпуклого бикомпакта. Пусть К обозначает 
выпуклый функционально-определенный бикомпакт с множеством R 
определяющих (вещественных) функций (2,3). Равенство /0 = Е ajfj, 

;=i 
где ау>0 (l<j<n) и К, понимается в том смысле, что

п
х (Л) = 2 ajx (fj) при всех х € R. 

j=i
Если Д = “Л + РЛ, а>0, 3>0, а + р = 1, то будем говорить, что 

Д и /2 подчинены /0.
Множество МсК назовем граневым в К, если оно замкнуто 

и вместе с каждой своей точкой содержит все подчиненные ей точ­
ки К', выпуклое граневое множество,, непустое и отличное от К, 
будем называть обобщенной гранью К-

Доказывается, что граневое множество совпадает с некоторым 
замкнутым множеством, являющимся объединением некоторой со­
вокупности обобщенных граней. Таким образом, граневое множе­
ство можно определить, если уже дано определение обобщенной 
грани.

Точка /о 6 К, не имеющая подчиненных точек в К, называется 
экстремальной точкой К. Пересечение граневого множества с 
множеством А всех экстремальных точек К назовем -[-замкнутой 
частью А.

Теорема 2. Система -[-замкнутых частей А годится в каче­
стве системы всех замкнутых множеств некоторой топологии 
в А („-[-топология"). В -[-топологии множество А является биком­
пактным пространством с Тг-аксиомой отделимости.

В дальнейшем будет удобным считать, что множество /^-функций 
является линейным и содержащим все константы.

Так же как в статье (4), можно ввести понятия „точной грани" и 
„экстремальной грани" К (и верны соответствующие теоремы). Так же 
как с помощью обобщенной грани К вводятся понятия -[-замкнутой 
части и -[-топологии в Д с помощью точной (и экстремальной) грани 
можно ввести понятия „8-замкнутой части А" (и „s-замкнутой части Д“) 
и „8-топологии" — если R сепарабельно и полно („е-топологии“—без 
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ограничений на R). При этом множество А оказывается бикомпактным 
(но без аксиом отделимости) в 8-топологии и в е-топологии *.

* При несепарабельном, но полном R совокупность 8-замкнутых частей А вводит 
в А топологию в смысле А. Д. Александрова (’).

III. Индуцирование мер в множество экстремаль­
ных точек. Пусть а (/) обозначает функцию, определенную и неот­
рицательную на борелевском теле В множеств топологического про­
странства Г и нормированную условиями а(Г) = 1; о(Д) = 0. Пусть 
/сГ. Если а(/) = inf а(®), где S пробегает всевозможные открытые 

/с®
множества в Г, то говорят, что а(/) есть нормированная мера 
на Г. Если а (/) = inf a(J), то будем говорить, что а (7) есть общая 

/е/Ев
нормированная мера на Г.

Пусть Г обозначает замыкание (в К} множества А экстремальных 
точек /< („Т-граница К*).  Имеет место теорема:

Теорема 3. Каждая нормированная мера а(/) на Г порождает 
общую нормированную меру ан(7) в ^-топологии на А. Значение 
меры ан(/) на любой^-замкнутой части А совпадает со значением 
а (7) на замыкании I (в топологии К) множества I. Этим мера 
он(7) определена однозначно.

Аналогичная теорема верна в 8-топологии.
IV. Выделение минимально-достаточных множеств. 

Пусть FeK и М с К. Мы скажем, что F является множеством 
достаточным на /И, если выпуклая бикомпактная оболочка Кр 
множества F содержит М; если Fer (FeA) замкнуто в топологии 
К (либо в р, 8-, е-топологии) и не содержит правильной части, зам­
кнутой в соответствующей топологии и достаточной на М, то будем 
говорить, что F является минимально-достаточным множе­
ством на М в топологии К (соответственно, в 7-, 8-, е-топологии).

Теорема 4. Пусть FcV и Me К. Если F замкнуто в тополо­
гии К и достаточно на М, то F содержит, по крайней мере, одно 
множество Г (7И) минимально-достаточное на М в топологии К.

Замечание. Аналогичные теоремы верны в у-, 8-, е-топологиях 
множества А.

Если М состоит из одной точки f^EK, то Г (34) (теоремы 4) обо­
значим Г (Л) и назовем Г-минимумом точки /0; в В, 8-, е-топо­
логиях получаем у-минимум, 8-минимум и е-минимум точки /0. Теоре­
ма 4 и замечание к ней утверждают существование таких минимумов 
для любой точки f0EK', из определения видно, что выпуклая биком­
пактная оболочка минимума точки /0 является аналогом симплекса 
с „внутренней точкой" /0.

V. Интегральные разложения /^-средних. Точке f^E К 
отвечает функционал /0 (х) на R по формуле /0 W = л (/о), xER. При 
этом /о {х) является линейным функционалом на R, неотрицательным 
на неотрицательных функциях xER и равным 1 на функции е(/) = 1 
(fEK). Такой функционал мы назовем /^-средним (в данном слу­
чае на К).

Совокупность /^-средних на Г совпадает с К и каждому R-cped- 
нему f0 (%) отвечает нормированная мера а0 (/) на Г-минимуме Г(/о) 
точки f0 такая, что-.

7oW = 5 (*)
г (Л)

где интеграл, понимаемый как „среднее значение" А. А. Маркова (5), 
совпадает здесь также с интегралом Радона; при этом мера а0(/) 
положительна на непустых и открытых подмножествах Г (/0).
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В силу результатов пункта I этой статьи /0 (х) может рассматри­
ваться как предел канонических е-сумм на Г (/0). Поэтому важна сле­
дующая теорема.

Теорема 5. Пусть F обозначает канонически замкнутое и 
непустое подмножество Т-минимума Г (/0) точки f0 € К. Обозначим 
fF = f (Id, где s0 (I) есть мера, взятая из формулы (*).  Тогда V*)  'р

* См., например, (6).

множество F является У-минимумом точки fF.
Таким образом, приходим к основному выводу:
Точка f0£K допускает интегральное разложение на Г (/0), в ко­

тором элементарными множествами итегрирования служат Т-ми- 
нимумы.

Для получения аналогичного интегрального разложения точки 
/о € К на множестве А экстремальных точек (например, в 7-топологии) 
мы должны заменить меру а0 (I) общей нормированной мерой ан (I) 
на А и затем рассматривать интеграл Радона для функций, непрерыв­
ных на А в 7-топологии относительно меры ан(/). Как и раньше, мож­
но функционал /о W рассматривать как предел канонических е-сумм 
(в у-топологии, для функций, непрерывных в этой топологии).

Пространство вещественных функций, непрерывных на А в у-то- 
пологии, является подпространством пространства Сд функций огра­
ниченных, вещественных и непрерывных на А в топологии К. Поэтому 
интеграл Радона \fdan(If), как среднее значение на С^, может быть

А
расширен до среднего значения на СА*.

Отсюда вытекает, что, отправляясь от любой общей нормированной 
меры а(1) в -[-топологии на А, можно указать нормированную меру 
аг (I) на Г так, чтобы выполнялось

А Г

где у € СА и у есть однозначное непрерывное доопределение у на Г.
Поступило
14 XI 1951
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