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МАТЕМАТИКА
Б. М. ЛЕВИТАН

О ПОЛНОТЕ КВАДРАТОВ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 21 I 1952)

1. Г. Борг Г) в связи с изучением обратной задачи Штурма—Лиу­
вилля доказал ряд теорем о полноте квадратов собственных функций. 
В настоящей заметке мы показываем, что некоторые из этих теорем 
просто следуют из теории операторов обобщенного сдвига.

Пусть q (х) (— оо <х< ео) — действительная функция, суммируе­
мая в каждом конечном интервале. Обозначим через h произвольное 
действительное число и через <ой(х, К) решение уравнения

У' + {к-^(х)}у = 0, (1)

удовлетворяющее начальным условиям
%(0Л) = 1, = (2)

Если А = оо, то под wh (х, к) мы понимаем решение уравнения (1), удо­
влетворяющее начальным условиям <ой (0, к) = 0, <ой (0, к) = 1. Мы ограни­
чимся изучением случая h.=/= оо. Случай h = оо разбирается аналогично.

Как показано в (4), существует такая непрерывная функция 
Wh (Х, у, t), ЧТО

(х> х) ®й U х) = "Т М + “h (х -~У, М) +
х+у

1 с+ -у \ ®й (Х> У’
х-у

Полагая в этой формуле х=у, мы получим

^(хЛ^-т^х, k) + 4- + -A-^ Kh{x, t^t^dt, (3)

О
где положено Kh (х, t) = wh (х, х, t).

Обозначим через И произвольное действительное число и через 
кх, к2, .. . , к„,. . . —корни уравнения шй(те, к) у к) = 0.

Теорема 1. Пусть / (х) € L (0, к / 2). Если для всех п

5 f (х) ч (-^ \,) dx = 0, 
О

то почти всюду f (х) = 0.
Доказательство. Из формулы (3) следует
я/2 , 2* п/2

0 = ^/ ГТ (2х’ М + Т 5 0>* dtjdx + ^-^f (х) dx =
о О "и

г п/?= 5 Fh wh dx + 5 / (%)
О о
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я/2
причем Fh (х) = + 4" $ № XW)dt-

л/2
Г

При « -» ос \ Fh (х) wh (х, Х„) dx -> 0. Поэтому f(x) dx = 0. Следова­
тельно, 0 °’ тс

Fh (х) фл {х, Х„) dx = 0 («=1,2...,), 
О

и, значит, в силу полноты собственных функций задачи Штурма — 
Лиувилля, почти всюду Fh (х) = 0, а значит, почти всюду /(х) = 0.

2. Допустим, что q (те— х) = ^(х) и Н = h. Покажем, что в этом 
случае ф2 (х, образуют полную систему в пространстве функций 
/W (0<х<те), удовлетворяющих условию /(те— х) — /(х). В самом 
деле, легко видеть, что функция уь (х, \п) = ©а (те — х,кп) есть реше­
ние уравнения (1) и удовлетворяет граничным условиям

Ф*  (0, Х„) — (0, Хп) = 0, фа (те, Х„) + Л фа (те, Х„) = 0.

* (x, Xn) есть решение уравнения (1). Если <оА (те / 2, ) = <оА (те/2, л;;) = 0, то,
в силу единственности решения, ь>;) (х, Х/;) = 0.

** Из теоремы Штурма следует, что ая ='(— I)"-1. 
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Поэтому фА (х, kn) = (те — х, XJ = ал®д (х, XJ. Покажем, что а2 = 1 и, 
значит, ф2 (те — х, = ф2 (Х> х

В самом деле, полагая х = те/ 2, мы получим фд (те/2, XJ = auw (те/2,Хл). 
Если wA (те / 2, Хя) 0, то из последнего равенства следует % = 1. 
Если фд (те / 2, Хл)/= 0, то * фд (те / 2, X;)/= 0. Дифференцируя равенство 
“а (л —\) = (х, \), получим — ф^ (те —х, Хл) = «X (х, Хл). Пола­
гая х = те/2, получим**  ад =— 1.

Пусть теперь /(те — х)=/(х) и для всех « = 1, 2,...

$/ (х) ©а (х, К) dx = 0. 
О

Покажем, что в этом случае /(х) = 0 почти всюду. В самом деле, 

“ те/2 ~
J/ W ®л (х, К) dx = (х) Фа (X, Х„) dx + / (х) Фа (х, Х„) dx =
О О 7С/2

я/2 л/2

= / W ®л (х, Ю dx + / (те — х)>4 (я — X, X„) dx = 
и о

п/2
= 2 ^ / (х) Фа (х, Х„) dx — 0. 

и
Поэтому из теоремы 1 следует /(х) = 0 (0<х<те/2), и, значит, 
в силу условия /(те —х)=/(х), /(х) = 0 в интервале (0, те).

3. Положим Ха кл) = (х, — Ч2 (0<х<те/2). Легко указать
последовательность функций, биортогональную к последовательности 
Ха(х>\)- пУСть g(f) Е А2 (0, те). Обозначим через оператор, опре-

2Х
деляемый равенством Аы g(t) = -^g (2х) + (х, t) g (f) dt.



Формулу (3) можно сокращенно записать так:

(4>

Обращая формулу (4), мы получим

? (2х, Х„) = A-1 (t, (0 < х < к / 2).

Обозначим через А^ оператор, сопряженный к оператору А^, и 
положим рЛ (х, к„) = Мгх) 1 ср (t, Х„) (0<^х<Я/2).

Покажем, что {хй (х, Хл); Р* (х, \)} образуют биортогональную 
систему. В самом деле,

п/2 я/2
j ХЛ <Л Ч) (х, Xm) dx = $ А^ (ср (t, kJ} {ср (t, kJ} dx = 
о О

7Г/2 7Т
(’ 1 С= \ ср (2х, kJ со (2х, \т) dx = \ ср (х, kJ ср (х, km) dx = О,
О U

если п=(=т.
Из существования биортогональной последовательности следует, 

что система функций Х* (х, \\ в А2(0, ^/2) минимальна, а из доказа­
тельства теоремы 1 следует, что эта система в А (0, — / 2) полна.

4. Если в уравнении (1) коэффициент ^(х) имеет в интервале (0, к) 
ограниченную производную, то имеет место более сильная теорема, 
чем теорема 1.

Теорема 2. Если q (х) имеет ограниченную производную в ин­
тервале 0<х<~, a f(x) имеет ограниченную производную в интер­
вале О^х 2, то можно указать последовательность чисел 
clt с2,..., сп, •. . так, что Е | сп К ос и 

п
= \г) (о<х<-^-).

п

Доказательство. Обозначим через ср(х) решение интегрального 
уравнения

2.V
/(х) = 4"?(2х) + 4-$^(х, (0<х<^-). (5)

О

Из вида решения уравнения Вольтерра следует, что если /(х) 
имеет ограниченную производную в интервале 0<^х^т:/2, то <р (О 
имеет ограниченную производную в интервале Поэтому из
теоремы разложения по собственным функциям уравнения Штурма — 
Лиувилл следует (см. (5), стр. 372)

п

причем Е|с„К<х>. Подставляя это разложение в интегральное урав- 
п

нение (5), мы получим

/ W = 2 сп К) (о < х < -J-), 
п

что и требовалось доказать.
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5. Функции оД(х, К) образуют также полную систему в интервале 
(тс / 2, тс). Для доказательства этого утверждения выведем формулу 
для «Д (х -J- тс / 2, Хл) (0 х тс / 2).

Обозначим через О^(х, X) решение уравнения (1), удовлетворяю­
щее начальным условиям £2^ (тс, X) = 1, £2я(тс, X) = — /у. Для того чтобы 
задавать начальное условие не в точке х = тс, а в точке х — 0, рас­
смотрим вспомогательное уравнение

У" + {^-q^-x)]y = G. (6)

Очевидно, что функция Сд (х, X) = £2// (тс — х, X) есть решение урав­
нения (6), удовлетворяющее начальным условиям ЩО, Х)=1, Сн(0,Х)=Я. 
Поэтому имеет место формула, аналогичная формуле (3):

2Х

& (*>х)=4- Vх'х)+4- + 44 dt о (о<х<^-).
Вспоминая, что (х, X) = £2Д (тс — х, X), мы получим

£2« (тс — х, X) = -L £2Я (тс — 2х, X) 4 4 + 44 ^dt- О
Заменяя в этой формуле тс — х на тс / 2 + х и тс — t на Д мы получим

°" 4+~т ’ 4—
= 4“ (2х, X) + I + -4 j Кн (х, t) &н (t, X) dt

Іх
(7)

где Кн (х, t) = Кн (тс / 2 — х, - — х).
Если Х„ есть собственное значение уравнения (1) при граничных 

условиях У (0) — hy (0) = 0, у' (тс) 4- Ну (тс) = 0, то очевидно, что как 
<«л(х, Х„), так и &н (х, Хл) суть собственные функции. Поэтому 
о>л (х, Хл) = ал£2н (х, Хл), где ал — постоянные числа. Следовательно, из 
формулы (7) следует

тг

О)Л (х Ч—= ап^~2~ шл(2х, Хл) -|—2--- 1—2~ (Х’
гх

Из формулы (7) (или (8)) следует полнота квадратов собственных 
функций в интервале (тс/2^х-<тс).

Замечание. Пользуясь тем же методом, с помощью которого 
мы доказали теорему 1, можно доказать следующую теорему 
Борга (6,7):

Если, q (тс — х) = q (х) и Н = h, то функция, q (х) однозначно опре­
деляется одним спектром собственных значений.

Поступило
21 1 1952
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