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В этой работе проблема конфигураций разрешена для любых систем, 
подчиненных голономным связям, в частности, и для систем с выс­
шими парами. Таким образом, найденное решение обладает большой 
общностью.

Развитый автором метод исследования основан на последовательном 
применении уравнений преобразования. Эффективность этого метода сле­
дует из его соответствия природе изучаемого объекта. Действительно, 
характерное свойство кинематической цепи заключается именно в 
осуществлении ряда последовательных, от звена к звену, преобразо­
ваний пространств, связанных со звеньями цепи. Исследованию дви­
жения замкнутых кинематических цепей предпослано исследование, 
относящееся к движению цепей незамкнутых. Это оправдывается 
соображениями, относящимися к природе геометрических связей этих 
двух классов кинематических цепей.

В качестве параметров, определяющих движение (простой) кине­
матической цепи S = So... Sn, приняты параметры относительных 
движений звеньев S0,...,Sn рассматриваемой цепи. Уравнения кине­
матических пар связывают именно параметры названных относительных 
движений. Если ранг пары Sv_iSv равен то из уравнений пары 
координаты х1̂ ,. , = 1,2,3, начала ^ортогональной декартовой
системы К^х^х^х^з, представляющей звено Sv, в ортогональной декар­
товой системе представляющей звено Sv_i, и
эйлеровы углы ф(ч“'’v), v), <p<v-1’v), определяющие ориентацию
осей системы ^vXVlXv2Xvз в системе ^-іХу-ідХу-і.гХу-і.з, могут быть 
выражены в функции независимых параметров q\ q\
роль которых могут играть, например, некоторые из названных 6 эйле­
ровых координат. Если "так, то при помощи формул Эйлера 9 
направляющих косинусов (v — l,v);v l;v, 4-і, іч= 1, 2, 3, осей системы 
^XviXV2^v3 в системе /С-іХу_і,іХ»-і,2Ху_і,з также будут выражены в 
функции параметров q^1,v).

Для незамкнутой кинематической цепи уравнениями кинематических 
пар исчерпываются все связи системы. Положение звена Sn в системе 
звена So определяется координатами х^, io = 1, 2, 3, начала Кп орто­
гональной декартовой системы КпХпіХп2хпз, представляющей звено S„, 
в ортогональной декартовой системе /СлЛЛз, представляющей звено 
So, и 9 направляющими косинусами (Оп)ю;п, *о>*л = 1, 2,3, осей системы 
S,, в системе So.
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Уравнения преобразования направляющих косинусов имеют вид

(0n)iQin= 2 (01^ч
Ч.......>П-1

i0,...,in= 1, 2, 3. (1)
Далее, уравнения преобразования декартовых координат будут

XotQ = ^о?о + 2 (О1)'о гіЛ1іі + • •. 
ч

•••+ 2 (01)^0'1(^)1! і2 (л — 2, п ^)‘п—21п—1Х"—!• 'п-1 "Ь
Ч>—• 'п—1

+ 2 (ОІкріО^ЧЬ' ' ' — 1’ П)гл-1 !п Х"<п ’

Z0,...,Z„= 1,2,3. (2)
В частности,

Хо"о = %о/о + 2(ООгогіХні + ■" 
ч

•••+ 2 (О^);огіО2)іо/2'• • (п 2, п 1)г„_21,>n_i 1 (з)
'1..... гл-1

і0 = 1, 2, 3,
Д’

так как xntn — 0, Zn= 1,2,3. Уравнения (1) вместе с уравнениями (3) 
Д’

определяют (Оп)іоіл, Zo, in = 1, 2, 3, и Xoto, Zo = 1, 2, 3, в функции
(v —Д, и Zv-i, Zv = 1, 2, 3; v=l,...,n. Но в соответ­
ствии с тем, что было установлено выше, (v — 1, v);v_l i4, Zv—i, Zv = 1, 2, 3, 
и xv-i, i^j, Zv-i = 1, 2, 3, входящие в уравнения (1), (3), могут быть 
заменены их выражениями в функции независимых параметров

v),..., q^’v). Предполагая указанную замену осуществленной 
для всех значений v,v мы можем рассматривать уравнения
(1), (3) как уравнения, определяющие положение звена Sn в системе 

п
звена So в функции ^ = Е г, независимых лагранжевых координат 

V=1
q^,... q^1. При этом ранг системы (1), (3) относительно перемен­
ных ^i0I),..., q^1' П) не может быть больше 6. Будучи равен числу 
степеней свободы звена Sn в движении этого звена относительно 
звена So, ранг системы (1), (3) представляет собою не что иное как 
ранг системы S (или системы S„). Что касается уравнений (2), то 
эти уравнения должны быть истолкованы как уравнения движения 
в системе So любой точки М звена Sn с координатами х„іп, in = 1, 2, 3, 
в системе Sn. При этом мы предполагаем, что параметры q^l\ ..., q^1' n\ 
входящие в уравнения (2), определены как некоторые функции вре­
мени. Уравнения движения точки М представляют вместе с тем пара­
метрическую форму уравнений траектории этой точки.

Распределение вариаций точек звена S, в системе звена Sv_j 
характеризуется векторами v) и o/v-1’v), где 4’v) есть ско­
рость точки Кч в системе Sv-i, а v) — угловая скорость вра­
щения звена Sv в системе Sv-i- Главный вектор <о(0/!) и глав­
ный момент системы векторов v), v\ v опре­
деляют виртуальное движение звена Sn в системе (неподвижного)
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звена So. Нетрудно было бы убедиться в том, что уравнения, опреде­
ляющие проекции вектора <о(0л) на оси неподвижной системы Кохоіхо:хоз 
представляют собою следствия уравнений преобразования направляю­
щих косинусов и уравнений, являющихся результатом варьирования 
уравнений преобразования направляющих косинусов. Равным образом 
не представило бы затруднений выяснить и происхождение уравнений 
моментов, т. е. уравнений, определяющих проекции вектора на 
оси названной выше системы. Эти последние уравнения являются 
результатом варьирования уравнений преобразования координат в 
предположении, что xnin = const, in — 1, 2, 3 (точка М фиксирована в 
системе Sn). Из изложенного видно, что в уравнениях преобразования 
заключены все без исключения характеристики движения системы 
S =S0...S„. Эти уравнения являются, следовательно, основными урав­
нениями геометрии незамкнутых кинематических цепей.

Если S„ совпадает с So, т. е. если система замкнута, то (Оп),огл =
= const, і0, /я = 1, 2,3, Хи" = const, i0 = 1, 2,3, и уравнения (1), (3) 
принимают форму уравнений геометрических связей системы So... S„. 
Если, в частности, оси системы KnXnvxniXnS совпадают с соответствую­
щими осями системы Кохоіхыхоз, то (On);otn = EtQin, EiQln=\ при 
/о = іп^ in = 0 при Zq =^= ini io, in = 1» 2, 3, и Xojq = 0, Zq = 1, 2, 3, и 
уравнения (1), (3) принимают форму

2 (Ol),oil(12),li2...(n-1, «V, E ^ = in, (4)
Ч'—Ил—1 0> Іо^Іп,

xO‘o 4- 2 (Ol)-oh^'i 4” • • • 

'1

•••+ 2 (Ol)ioi] • • • (n — 2, (5)
*1  Ы—1

io, • • /я= 1, 2, 3.
В соответствии с тем, что установлено выше, эти уравнения могут 

быть представлены как уравнения, включающие только координаты 
^01),..., ^п-1, п) системы S. При этом число независимых уравнений 
системы (4), (5) не может быть больше 6. Это вытекает из того, что 
мы говорили выше о ранге системы уравнений преобразования отно- 

(01) (л—1, л)сительно переменных q\ ,..., qrn
Таким образом, координатные параметры замкнутой кинематической 

цепи, помимо уравнений кинематических пар, подчинены уравнениям 
(4), (5), которые представляют собою не что иное, как условия совпа­
дения звеньев Sn и 50- другими словами,— условия замкнутости рас­
сматриваемой кинематической цепи. Представив эти уравнения, в даль­
нейшем называемые уравнениями замкнутости кинематической цепи, 
в форме уравнений между N = £ гч параметрами q1^,..., q^~1' п\ о ко- 

V=1
торых мы говорили, мы ограничим исследование движения замкну­
той кинематической цепи исследованием уравнений замкнутости.

Из сказанного видно, что все, без всякого исключения, характери­
стики движения системы заключены в найденных нами уравнениях 
замкнутости. Таким образом, эти уравнения должны быть названы 
основными уравнениями геометрии замкнутых кинематических цепей. 
Так как, однако, геометрическое исследование является необходимой 
предпосылкой исследования динамического, то уравнения, о которых 
мы говорим, вместе с уравнениями Лагранжа составляют фундамент 
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всей теории механизмов. Заметим, что уравнения (4), (5) эквивалентны 
уравнениям

II (01)lQfl || ... || (n—1, л).

Л-01

Л-02

Л*Лоз

72-1 1П

Л’*11

А12

Хщ

= +з> (4')

+ 11 (Oihoil|l-

... + II (Ol),o/I II... н (п - 2, п -
Хп—1, 1

Хп—1, 2

Хп—1, 3

= 0 (5')

соответственно (Е3 — единичная матрица порядка 3).
Матричная форма уравнений замкнутости указывает простой алго­

ритм составления скалярных уравнений (4), (5): составление уравнений 
(4) приводится к последовательному перемножению матриц направляю­
щих косинусов; в составлении уравнений (5) участвуют также матрицы- 
столбцы, каждая из которых составлена из координат точки /G в 
системе v = 1,..., п.

Далее, необходимо подчеркнуть следующее. То обстоятельство, 
что число независимых уравнений системы (4), (5), будучи равно рангу 
г системы, меньше общего числа уравнений системы (4), (5), не толь­
ко не усложняет решения задачи, но, напротив, в максимальной степени 
облегчает это решение. Действительно, из уравнений (4), (5) всегда 
можно выбрать наиболее простые.

Поступило
29 X 1951
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