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Как известно, классом zn-мерной вещественной римановой метрики 
dsi=gijdillduf (i,j =\,..., т) называется число q такое, что метри­
ка ds1 реализуется в виде /n-мерной поверхности Vm в (т + ^-мерном 
вещественном евклидовом пространстве Ет+Ч, но не реализуется в 
пространстве меньшей размерности. Условие того, что данная метрика 
имеет класс 0, т. е. является евклидовой, имеет вид Rij, и = О, 
i, j, k, I = 1,. .. , т, где Rij, ы— тензор Римана — Кристофеля.

Полная классификация метрик класса 1 стала возможной в ре­
зультате работ (1-5).

В настоящей заметке формулируются необходимые и достаточные 
критерии класса <07 для метрик типа ^03 (определение типа метрики 
дается ниже; см. также (6)). Сформулируем основную теорему суще­
ствования, с помощью которой получаются критерии класса метрик.

Теорема 1. Если система линейных дифференциальных форм 
от дифференциалов du1, . . ., dum:

<о'; cum+v = 0, Гш1. . . <от1 -=Е 0, і = 1,. .., т, s=l......... а:
7 (1) 

ш» а, р = 1,. . . , т + q,

и симметричная положительно определенная матрица ga^ (и\..., ит\ 
Det(g^) =/= 0, удовлетворяют соотношениям:

а) 
Ь) 
с) 
d) 
е)

, <о*.1 -4- 1;m+s Л 1 L '«+« m+t J ’
(2)

=
(«)' =

dS^ = “^3 + (2')
то система дифференциальных уравнений

dr = ш'Е, di =С а а 3 (3)
и конечных соотношений

л $ (4)

вполне интегрируема и определяет с точностью до движения по­
верхность Vm с Ет+ч, для которой уравнения (3) являются дери­
вационными формулами.
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В дальнейшем мы ограничимся реперами {/«}, для которых

Im+slа = gm+sa = §т+5а> S = , q, а = 1, . . . , Ш q. (5)

В таких реперах имеют место соотношения
<о' , = — pV(om+s =— ют+< dp.. — . _1_ (6)

m+s 6 '"j , m+t т+s' °Ч t°<4 1 j&ki V /

На основании теоремы 1 задача определения класса метрики 
ds2 = g^mi, i, j = 1, . .. , m, где <of — линейные формы от du1,..., dnm, 
ставится следующим образом:

Возможно ли к системе форм
о/, w"!+s — о, 7 = 1, . ., , щ, s = 1,.... 7; = Г^<о*, i, j = 1,..., т (7)

(ГД — неголономные коэффициенты связности метрики) присоединить 
систему форм

^' = <of+J, s = 1, . .. , ^, 7=1, ..., т\ ty[=wm+s~ ~ Zij<s>™+S'

так, чтобы удовлетворялись условия (2). Если это возможно, то в силу 
теоремы 1 класс метрики

Отметим, что условия (шт+5)' = [(о’шр+^] = 0 означают <»p+s = Цм’,
— К'ч s = 1,.. . , q, i, J — 1, ..., т.
Опуская в условиях 2 Ь) индекс І с помощью тензора g^, мы можем 

привести их к виду 
я

Qij = (“у] = ki [duMu1] = 2 [ФГФЯ • (9)
*=і

Для дальнейшего введем несколько понятий чисто алгебраического 
характера.

Определение 1. Системой скалярных произведений 
называется система чисел Sa3 = Е3се, получающаяся из некоторой 
квадратной симметрической матрицы Еа3 = Е3я (а, р = 1, . . ., т) вы­
брасыванием некоторых ее элементов.

Определение 2. Система скалярных произведений Еа3 = S3a 
(а, р пробегают некоторые части сегмента [1. . . п]) имеет класс q, 
если система уравнений

Чф = Ovp) 0 °)
4=1

разрешима при р = q, но не разрешима при p<Zq.
Система (Ея3) класса q называется жесткой, если уравнения (10) 

при p = q допускают единственное решение, и нежесткой в про­
тивном случае.

В двух частных случаях алгоритм определения класса довольно 
прост:

А. В случае, когда система (Ея3) есть квадратная симметричная 
матрица ||Ея3||, а, р = 1, . .. , т. В этом случае класс (Ея3) равен 
рангу матрицы || ll-

в. В случае, когда система имеет вид, представленный на рис. 1, 
т. е. состоит из ---- невырожденных квадратных матриц т^, в 
каждой из которых имеется q2 элементов LijSt. При этом диагональные 
квадраты не заполнены. Элементы этой матрицы образуют систему 
скалярных произведений (А^).
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Условие класса 7 состоит в следующем. Приравниваются нулю 
определители (q + 1)-го порядка и отсюда явно определяются эле­
менты Lust центральных матриц как рациональные функции вели­
чин Lijst. Ранг полученной матрицы должен равняться q. В этом слу­
чае величины Lijst реализуются как скалярные произведения векто- 

q
ров a- Е aLalt= ^asf Условие вещественности реализации состоит т=1 1
в положительной определенности полной матрицы LijSt.

Определение 3. Присоединенной системой линейных 
форм данной системы косых 7-форм

• • • , = ааіг„ ... , iq=\,..., т, a = 1,..., m, (11)
где а^.-Ад— антисимметрический тензор, 
называется совокупность линейных форм 

т
О . =Е aai i„ V.7вгі-й г=1

Базисом и рангом системы форм 
(11) называется, соответственнно, базис 
и ранг присоединенной системы форм.

Определение 4. Рангом м е т р и- 
к и ds2 = называется ранг системы 
билинейных косых форм = Rijtki[dukdu1]. 
Из условий (9) легко следует, что для 
метрик класса q формы 

Ф«з = М а, 3 = 1, .

являются простыми в любом репере.
Определение 5. Обозначим — базис Фар, rag— ранг 

баЗИС Фар, Ф«у, Гаару ранг £Zx@Y8 баЗИС Ф«р, Y8,
ранг t7agY8 и т. д. Тогда, по определению, t = 0, 1, если в любом 
репере Фар = 0 или rap<27; ^ = 2, если ®ag=^0, raapY<37; ^ = 3, 
если raaeY>37, rapYa<47, т. е. [ФарФ7б] = 0, и т. д.

После этого можно сформулировать следующие теоремы.
Теорема 2. Если тип метрики 2, то ранг и тип метрики 

совпадают, соответственно, с рангом и типом реализации.
Теорема 3. Если тип метрики ^3, то условия 2d) являются 

следствиями условий 2Ь), с).
Теорема 4. Если тип метрики то условия 2с), d), е)

алгебраически следуют из условий 2Ь).
Теорема 5. Если тип метрики t^-З, то условия 2Ь), с) экви­

валентны условиям

[^К.<)]=0, І, й,..., iq = \, .. ., т, (13)
где

= СЮ' — L k = 1, . .., т, s = 1, . .. , q. (14)

Теорема 6. Для того чтобы условия (9) выполнялись, необхо­
димо и достаточно выполнение следующих условий-.

А. Система уравнений
[Ф.у ср.] = 0, i произвольно фиксировано, J = 1, ... , т, (15) 

где ф. — линейные формы, должна иметь q и только q линейно не­
зависимых решений . .., для любого i = 1,. .. , т, причем 
[?]••• . . . ©?] 0.
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Б.
_ L (Ів) 

[?/...••<₽}]
где Lijst—числа.

В. Класс системы, скалярных произведений. Lijst равен q.
Легко видеть, что условия А сводятся к оценке ранга некоторой 

системы линейных однородных уравнений, cpf находятся как решения 
системы линейных однородных уравнений. Следует заметить также, 
что система Lijst при жесткая, формы ф| определяются из (9) 
однозначно.

Теорема 6 дает условие разрешимости системы уравнений
ч

11 •••' т-
5=1

Можно указать также алгоритм для определения ф^. Действительно, 
из уравнений

ч
Lijst=^a'saXjt^ s, t = \.........q, (17)

Т=1
величины afs определяются с помощью рациональных операций и опе­
рации извлечения корня. Тогда ф| определяются с помощью соотно­
шений

ч

t=l

Теорема 7. Если тип метрики t^3, то из соотношений (9) 
следует

= (18)

На основании этих теорем можно сформулировать следующие усло­
вия класса.

Теорема 8. Для того чтобы метрика ds2 = g-.^wi типа tУ4 
имела класс, равный q, необходимо и достаточно выполнения условий 
А—В теоремы 6.

Теорема 9. Для того чтобы метрика ds2 = g^ad типа t^3 
имела класс, равный q, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись, 
кроме условий А — В теоремы 6, условия

[Д^.-ф^] = 0, i, . ,т, (19)

где Ki = (фО — [®/ф/]-
Заметим, что мы рассматриваем метрику в репере общего поло­

жения, т. е. предполагаем, что все соотношения типа /у= 0, которые мо­
гут быть получены в результате преобразования репера, выполняются.

Поступило
10 11952
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