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МАТЕМАТИКА

Г. С. САЛЕХОВ

О СХОДИМОСТИ ПРОЦЕССА КАСАТЕЛЬНЫХ ГИПЕРБОЛ

(Представлено академиком И. Г. Петровским .10 XI 1951)

Л. В. Канторович (1-3) исследовал сходимость аналога процесса 
Ньютона для общих нелинейных функциональных уравнений Р(х) — 0, 
где операция Р является дважды дифференцируемой в смысле Фре­
ше (4) и переводит элементы некоторого нормированного пространства 
X х в элементы другого нормированного пространства Ў^у.

Из результатов Канторовича, в частности, вытекают, например, из­
вестные результаты Коши (®), Островского (6) и другие, полученные 
для случая вещественного или комплексного уравнения

Р(х) = 0. (1)

В этой работе мы исследуем вопрос о сходимости одного итера­
тивного процесса также для уравнения (1) при условии, когда Р(х) 
в рассматриваемой области допускает производную 3-го порядка. 
При этом, как показывает теорема 1, быстрота сходимости этого про­
цесса оказывается значительно сильнее, чем у процесса Ньютона.

Если выбрано некоторое начальное приближение х0, то этот про­
цесс будет определен следующей итерацией:

Хп+1 — Хп
2Р'(хя)Р(х„)

2[Р'(хп)]*-Р" (хп)Р(хп) • (2)

По геометрическому смыслу итерацию (2), аналогично процессу 
(Ньютона) касательных, естественно называть процессом касательных 
гипербол, так как он исходит из того факта, что кривая у = Р (х* и

X + а.гипербола у = с соответствующим образом'подобранными пара­
метрами в точке (х0,у0) имеют касание 2-го порядка.

Заметим, что подобные итеративные процессы указываются, напри­
мер, в работах (7-э), однако вопрос о сходимости процесса (2) не ис­
следован.

В настоящей работе, пользуясь некоторой модификацией идей дока­
зательства Л. В. Канторовича (^, мы устанавливаем справедливость 
двух теорем. Первая из этих теорем доказывает условия существова­
ния решения уравнения (1) и быстроту сходимости процесса (2) к ре­
шению и дает область расположения последнего. Вторая теорема 
устанавливает область существования единственного решения.

Теорема 1. Пусть для начального приближения х0 выполнены 
следующие условия-.
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n; I 2P (Xo) P (Xo)_______  I ,
’ I 2 [Р' (xJY-P" (x0) P(x0} I ^О’

3) в области g, определяемой неравенством 
I*-*o|<2tio,

имеют место условия
sup | Р" (х) | < М, sup | Р'" (%) I д/;

4) Ао — Vг!
5)7?О= [ ^2^(2 + Ао) + 3j (1 й0) 9.

Тогда уравнение (1) в области g имеет решение х- „ 
сходится процесс касательных гипербол, причем быстпп которо*у 
мости определяется неравенством сгпРота сходи- 

\^-^\<~r(2h0)3n-\0.

Доказательство. Покажем, что при переходе от 
вия 1) — 5) не нарушаются.

На основании (2) и условий 2) и 4) имеем

_____  23 0   D
1^1 —л0

х0 к Xi уело-

(3>
т. е. условие 1) выполнено для точки хх.

Далее нетрудно доказывается неравенство

Пользуясь этим неравенством и условием 3), получим

I —I Si
I 2 [Р' А)]2 - Р" (хд Р (xj) /ИВА “

1- 2

Пользуясь (4) и условием 4), будем иметь

^<2А^0<^-, (6)

т. е. выполнено условие 2) для точки хР
Условие 3) также выполнено для точки xv так как соответствую­

щая ей область g не будет выходить за пределы области

| х - х01 < 2т)0.
Зная, что В± < 250, и используя неравенство (6), получим 

Ai 4Ао Ао х/2. (7)
В силу того, что Ві>В0 и А1<А0, очевидно,

R!<R0<^
Итак, для х = х0 выполнены все условия 1) — 5) с заменой чисел 

Во, ^о> Ао, Ro на Вь т)1( hb Rv Это позволяет продолжить последова­
тельное определение элементов хп и оценить связанные с ними числа 

fin, hn, Rn на основании следующих соотношений:
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7j < 2A2 . 7) 
*п п—1

Л л 4Ад—р

Я" = \лрвп (2 + + З] (1 + лд

(9) совместно с (10) дает

& *0

(8}

(9)
(10) 

(11}

(12)

Далее, зная, что | хл+1 - хп | < и пользуясь (12), будем иметь

\х"+р хп | <С „-I (2А0)3 ---- 1_\
2 2РПо­

следовательно, существует х* = lim хп.
Переходя к пределу в (13) прир->оо, получим

(13)

1^-^1<^ч-(2Ао)3-17)о.
(И}

При п — 0 имеем | х х0|-^2т)0. Это дает нам область существо­
вания решения и область, где надо вычислить величины М и N. 
Далее, зная, что 

Р" (хп)Р(хп)
2 (xл)]^ |<(1 + *л-1 \ 1 5

2 )Вп 4В0

ил^>1Хл+1 — ■Хл1~’9» переходя к пределу в уравнении (2) при «оо, 
докажем, что х* является решением уравнения Р(х) = 0.

Имеет место следующая теорема единственности решения:
Теорема 2. При выполнении условий 1) — 5) в области | х — х01 < 

</2?1о уравнение (1) имеет единственное решение.

[Р" (х ) х -_ х ”1
1 — рП -----2 , ДляXх п) J

любого решения т уравнения Р (л) = 0, согласно (2), будем иметь

Л W (’ - *w) + (’ - «.)• = о.
Отсюда, пользуясь ранее установленными оценками, нетрудно дока­

зать справедливость неравенства
п'2п—2

К-хл+1К^-7-|т-хл]з. (15)
Чо

Далее, предполагая, что | т — х01 рЧо, на основании (14) методом 
индукции легко доказывается неравенство

л~2 t , 2n+14-3n+l
2 £ (л—fc—1)3А—3я) зл+1------------2-------- Зл+1

IТ — Хл+1 |<2 А=° Р 7)о = 2 * Р -По (л >2).

Следовательно, если р < 1/2, то lim | * — хП+і [ = 0, т. е. т = х’.
’ л-><»
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Примечание. Аналогично теоремам, установленным Л. В. Кан­
торовичем (\ 2) для процесса Ньютона, теоремы 1 и 2 дают не только 
установление сходимости определенного алгоритма, но представляют 
теоремы о существовании, единственности, области расположения 
решения и быстроте сходимости процесса. В силу очень быстрой схо­
димости процесса (2) практически для приближенного вычисления 
корней уравнения Р(х) = 0 даже с большой точностью бывает вполне 
достаточным ограничиться первым или вторым приближением. Выпол­
нимость условий 1) — 5) обеспечивается, как и в процессе Ньютона, 
соответствующим выбором начального приближения х0.

Очевидно, область сходимости процесса касательных гипербол, 
полученная теоремой 1, несколько расширена, а область единствен­
ности, установленная теоремой 2, несколько сужена по сравнению 
с истинными границами этих областей.

В случае процесса Ньютона Л. В. Канторович установил точные 
границы последних. Поэтому было бы интересно уточнить эти резуль­
таты также для процесса касательных гипербол.

Видимо, условие 5) можно было бы ослабить.
Пример 1. Для уравнения

х5 + 4х4 - 2х3 + Юх2 - 2х - 962 = О (10), 

выбирая х0 =3,1, имеем Ао = 0,41958<х/2 и/?0 = 5,83<9. При этом 
уже первое приближение дает х^ 3,35557 (х* = 3,3548487...). Однако 
в случае процесса Ньютона для выбранной точки х0 = 3,1 условия 
теоремы Л. В. Канторовича не выполняются.

Пример 2. Для уравнения

х lg10 х — 4,7772393 = О (10),

полагая х0 = 6, имеем Ло = 0,00548 <V2 и /?О = 8,66<9, и первое 
приближение дает Xj^6,089112 (х* = 6,089114). При этом же выбран­
ном начальном приближении процесс Ньютона дает хх^ 6,08936. Сле­
довательно, значение корня, вычисленное процессом касательных 
гипербол, в данном случае уже при первом приближении дает при­
ближение к истинному значению корня почти в 100 раз более точное, 
чем полученное процессом Ньютона.
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