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МАТЕМАТИКА

С. Н. КИРО

ОБ АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ
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(Представлено академиком С. Л. Соболевым 6 II 1952)

Основным методом доказательства теорем существования аналити­
ческих решений дифференциальных уравнений при заданных началь­
ных условиях является классический метод мажорации Коши — Кова­
левской (Коши, Ковалевская, Рикье, Гурса, Леднев и др.). В работе 
Н. А. Леднева (х), содержащей наиболее общие результаты, этот метод 
использован с наибольшей полнотой. Не охватываемые теоремой Лед­
нева результаты Н. М. Гюнтера (2) и С. Л. Соболева (3) для двух 
частных случаев уравнений получены на основе оригинального видо­
изменения, данного Н. М. Гюнтером (2), классического метода мажо­
рации Коши — Ковалевской. Специальная мажорация Н. М. Гюнтера 
вызывает интерес также и тем, что она, представляя принципиальный 
шаг в развитии метода Коши — Ковалевской, может служить источ­
ником новых результатов.
г Здесь будет показано, как с помощью некоторого обобщения спе­
циальной мажорации Н. М. Гюнтера может быть доказана теорема 
существования аналитического решения указанного в заглавии урав­
нения.

Теорема. Уравнение
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(1) 
правая часть которого аналитична в окрестности некоторой си­
стемы начальных значений ее аргументов, имеет, и притом един­
ственное, аналитическое в окрестности начальной точки решение 
м (хъ..., хД удовлетворяющее начальным условиям

и *2’ 4 • • •. 4) = ® (4 Ху ..., х J, и (хх, 4 х9 хл) = ф (хх, х3,..., хл), 

где ср (х2,х3,..., хп) и ф (хп х3,..., хл) — аналитические функции своих 
аргументов в окрестности их начальных значений, такие, что 
ср (х2, х3,..., хл) == ф (4 х3,..., хл), если выполнено условие

. др др
4 тт— —4------ 1 не равно положительному числу (2) 
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(здесь нуль при производных означает, что берутся их значения 
в начальной точке).

Простейшими подстановками задача сводится к нулевой начальной 
точке и нулевым начальным условиям, после чего путем прибавления 
и вычитания в правой части уравнения (1) выделенной линейной части 
оно приводится к следующему:

a F—аналитическая функция всех своих аргументов в окрестности 
нулевой начальной точки, такая, что

! dF \ _
\дих v /.«,=0 2' 2 v

0.
л'2=о

(4)

Принципиальное значение для дальнейшего имеет тот факт, что 
решение уравнения (3) ищется не в виде ряда

и(хь...,хп) = 2 «Ир.-нХ1---

как это обычно делается, а в виде

и(Х1,..., хп) = J (5)
(1=2 v=0

так что для его построения оказывается достаточным дифференциро­
вать уравнение (3) и начальные условия по х± и х2 с последующей 
подстановкой в результат дифференцирования хг = 0 и х2 = 0 (из 
нулевых начальных условий вытекает, что а^^ 0 (х3,..., х„) = 0 и 
«о,и+1 -Ч) = 0 для всех р). Итак, для определения неиз-

1 / \
вестных коэффициентов tZu-v+i, v (х3,..., -- ------------— ------ n— )

\ 1 2/^3=0
получается следующая система уравнений:

(р — 1)! v! Лц-v+i, v (х3> • •., Хп) =
X (х„,..., х„) ,

— 2 (l* v 4” 2)! 0 1)! ^ц-н-г, V—1 (х3,..., х„) +
+ .4, Л| (v + 0! .....Л) + /

\дх* чдх*
41 2 ' *,= 0

0=1, 2,.... р).

свободные члены которой представляют собой значения при хг — 0 
и х2 = 0 производных функций F, взятых с учетом зависимости аргу­
ментов последней от хг и х2, и, как легко показать на основе тож­
деств (4), зависят только от тех коэффициентов ряда (5), для кото­
530



рых сумма индексов меньше либо равна р. Следовательно, из этой 
системы могут быть определены коэффициенты v (х3,..., хп) 
с суммой индексов, равной р + 1, если уже определены коэффициенты 
с суммой индексов, меньшей или равной р, и определитель системы

Рц [X (Х3’ • • • ’

X (А3’ • • • ’ Хп)
2

0. . . 0 0 0

>х„)
2

X • • •,
2

. . .0 0 0

Q , Хп)
2

—1 . . .0 0 0

0 0 0 . . —1
X (х3,..., хп)

2
0

0 0 0 . . X (Хд........ Хп)
2

—1 Х(х3....... хп) 
2

0 0 0 . . 0 X (х3.......х„)
2

—1

порядок которого равен р, отличен от нуля.
Дополнительное исследование ((2), стр. 30) показывает, что выпол­

нение условия (2) гарантирует отличие в некоторой окрестности началь­
ной точки определителя Р^ [к (х3,..., х„)] от нуля для всех р, что 
разрешает построить формальное решение (5). Кроме того, при этом 
удается показать, что

и
2

Л=1

шах
Ру. IX (А3’ • • • • хп^

для всех v и |і (через [X (х3,..., х„)] обозначено алгебраическое 
дополнение [X (х3,..., хп)\, которое соответствует элементу, стоя­
щему на пересечении столбца с номером v и строки с номером А; 
Н—некоторая постоянная).

Мажорирующим уравнением уравнения (1) является следующее: 
д2у   Н______  

^'1^2_____ 1 Аз + • • • + А»

dv dv d2v d2v d2v d2v
dx± ’ ’ dxn ’ dx^ ’ ‘ ‘ ’ dx^ ’ дхгдх3 ’ ’ ‘ ’ dxn_xdxnx Фі Xx,..., x„; г»;

где Ф^Д. На основе теоремы Н. А. Леднева ((г), стр. 212) заклю­
чаем, что это уравнение имеет аналитическое решение v (xu.... хп), 
удовлетворяющее начальным условиям: v (0, х2, х3,..., хп) = 
= <р (х2, х3,..., х„)» 0 и v (хь 0, х3,..., х„) = ф (xvx3,хп)^> 0, 
причем ср (0, х„..., хп) = ф (0, х ,..., х ) = 0, ср' (0, х3,..., х„) = 0,

(0, *3,• ■ •> о, ф;(0, х3,..., х„)=о и ф;л(о, х3, ..., х„)^о

* При выводе соответствующей оценки Н. М. Гюнтер основывается на неверной 
формуле ((2), стр. 35, строка 5-я снизу) и наименьшем значении некоторого выраже­
ния вместо его наибольшего значения (стр. 37). Эти погрешности, равно как и осталь­
ные замеченные (неточное задание начальных условий на стр. 40 и др.), удается устра­
нить с помощью дополнительных рассуждений.
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(именно такой выбор начальных условий разрещает согласовать после­
дующие выкладки). Записав указанное решение v и функции F и Ф 
в виде

ео ц+1

= 2 2 ^H-v+1, ЛХУ • • • > Хп) Х^"'+1Х^ (6)
И=2 v=0

со Ц—1

F = 2 21,х)х*-^, (7)
|Л=2 v=0

со и—1

ф = 2 2 B^-i, V (*3’ • • • > X^J* (8)
ix=2 v=0

можно доказать, что если

Ьц—v—i, V (Х3, • • • , Хп) v (хз> . . . , Хп), (9)
до

v+lt V (%3, . . . , Хп) АIX—v+1, V (хз, . . . , Хп), (10)
а если

da—v+1, V (Л-з, • • • , Хп) v4-l, V(Х3, Хп) (<о<р, 0<^v^o>), (11)
ТО

Ь^—v—i, v (^з, • • • , Хп) <^5ц_у—j, у (x3, . . . , Xn) (12)

(в работе Гюнтера коэффициенты рядов (5), (6), (7), (8) —числа, так 
что там соотношения, соответствующие двойным ’неравенствам (9), (10), 
(11) и (12), имеют вид простых неравенств). После того как непосред­
ственным вычислением показано, что

dg—v, v (Х3, • • • , Хп) A3—ч, у (Хд, . . . , Хц) (v = 0, 1, 2, 3),

повторным использованием соотношений (9) и (10), (И) и (12) дока­
зывается, что

и (хъ ..., хп) С v (хь..., Хп),

откуда следует сходимость формального решения.
Этим заканчивается доказательство сформулированной теоремы.
Аналогично доказывается соответствующая теорема существования 

аналитических решений системы уравнений

, ( ди1 ди1 д“т+1
Л Г”..., х„; «1,..., ит+г, ,...,

дит+1
■’ дхп

(k = 1, 2,..., т + I),

распространяющая результат С. Л. Соболева ((3), стр. 146) на случай 
неизвестных функций п независимых переменных. Из нее, в частно­
сти, вытекает классическая теорема существования С. В. Ковалевской.

В заключение выражаю сердечную благодарность проф. Н. А. Лед­
неву, предложившему тему настоящей работы в качестве диссерта­
ционной и сделавшему весьма ценные указания при ее выполнении.

Одесский государственный университет 
им. И. И. Мечникова

Поступило 
30 I 1952
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