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МАТЕМАТИКА

С. М. НИКОЛЬСКИЙ

о ПРОДОЛЖЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ МНОГИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 11 XII 1951)

В этой заметке, как и в работах (la), мы будем рассматривать .класс
■"'Гп) (Mv..., Мп) = Нў Гп> функций f = f (хь ..., х,), заданных 

в пространстве Rn точек (Xp ..., хп) с действительными координатами, 
где 1 < оо, г{ > 0 (i = 1, 2,..., п).

Положим гг=гг + ар где г.— целое и 0<аг<1. Функция / при­
надлежит к этому классу, если она интегрируема по пространству Rn 
в р-й степени (при р = оо ограничена) и (после возможного видоиз­
менения на множестве меры нуль) удовлетворяет условиям:

1) почти для всех (xv ..., Xi-ъ Xtyi,..., хп) соответствующего 
п— 1-мерного подпространства / имеет по Xi абсолютно непрерывную 
частную производную порядка rt— 1;

2) частная производная по xt [порядка г., существующая по 1), 
почти всюду интегрируема по Rn в р-й степени и выполняется нера­
венство

( ’ ■' ’ A' Ji't Xi,..., хп) —
\—оо —оо

-f(xlt... , xn\\pdx-^ .. dxn\ ^Мі I h ,

если йі< 1, 
или

-со оо

Н • • • J |/(хп ..., Xi-!, Xi + h, Xi+i, ..., xn) — 2f(xv ..., xn) +
'—oo —co

+ /(%!,..., Xi-i, Xi — h, xi+1,..., xn)\pdx1. . . dxn)1/p<Mi | A |,

если аг = 1.

В работе (2) была доказана теорема (12), частный случай которой 
(при р = р л т<^п) мы сейчас сформулируем с некоторым добавлением.

Теорема 1. Пусть функция f принадлежит к классу Нў' Гп> и

п

т~уі 1
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Тогда при любых фиксированных {хт+\, ... , хп) эта функция 
(после видоизменения ее на множестве меры нуль), рассматривае­
мая как функция от переменных (хп ... , хт), будет принадлежать 
к классу Нр1 ₽л), где

?k = rk* (k=\, ... , т), (2)

и для частных производных порядков 1 — 0, 1, ... , г; по переменным 
Xi (i = 1, ... , т) выполняются равенства-.

(*р ...,хт, , x^dx.... dxm)Vp = О,

когда у Іх.-л^НО, (3)

для любых (х£>+1, ... , х^).
Оказывается, эта теорема в известном смысле обратима; именно, 

имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть 1 ^т<^п, I -g^p^oo и заданы положитель­

ные числа rv ... , гп и рр .., , рт, для которых выполняются (1) и (2), 
и пусть функция <р = ф (xv ... , хт) от т переменных принадлежит 
к классу Ир1.....₽m) СМр • • • > Мт)-

Тогда можно построить функцию f(X1, ... , х„), обладающую сле­
дующими свойствами:

1)  
2) f (х^ ... , хт, 0, ... , 0) = ф (хп . .. , хт);
3) f при любых (хт+1, ... , хп) принадлежит по (xv ... , хт) 

к Н^' ₽т) и выполняются равенства (3);

4) ||/||р ’ || ? ||р"’ + с2 Е Mk, где сх и с2— положительные кон­
станты, не зависящие от ф, а значки (п) и (т) показывают, что 
норма берется по Rn или Rm.

Доказательство. Пусть ф€ТЛ01.....₽т),
Обозначим через gs = gJXp ..., xj (s = 1, 2, ...) целую функцию 

степени v; = 2s/r‘, соответственно по х,- наилучшую для ф в смысле 
Тогда (см. (2), теорема 7) ‘

т 
d^Mk

(4)

где d — константа. Следовательно, функция <р разлагается в сходя­
щийся к ней в смысле Lpm) ряд

?=3QSI Qi = gv (s = 2, 3,...), (5)
1

причем
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Введем в рассмотрение целые функции

. 3111- -------

= (« = 1,2,...)

степени k. Для них имеет место

р dx
Ир А 

kx'p ’ 0)= 1,

где А — константа. Рассмотрим ряд

f(xlt..., xm,xm+h..., хп) = 2 qs п F^s/ri; *0 = 2^- (8)
1 m-H 1

Под суммой его мы будем понимать функцию f, 
сходится при любых (xm+b... , хп) в смысле L^, что 
так как на основании (6) и в силу неравенств \F(k, л)|<

к которой ОН 
имеет место, 
1 справедливо

2 ІІ^ 11^ <2II

Функцию f, очевидно, можно рассматривать также как сумму этого 
же ряда, сходящегося к ней в смысле так как, в силу (6):

я_т с Е

2Р m+1 ri

откуда

14-1 (Л) 2С 2 Mk

/-2^
1 р

14-1
и так как функция Е Rs есть целая степеней 2WZ‘ соответственно по 

1
Xi (Z=l, ...,п), то (см. (2), теорема 10)

Свойство 2) функции / вытекает из (8) и (5).
То обстоятельство, что / по переменным (х15 ... , хт) принадлежит 

к Нў.....Рт), следует на основании (6) из неравенств

т
14-1 (т) С12 Мк

■f X1 О s' 1 __ с2
J 2“х 11 р. ’

1 р 9 ri '

|4—1
если снова принять во внимание, что функция Е Rs есть целая степе­

ни 2^'^ по Хі (г = 1, ..., т).
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Докажем теперь выполнение для нашей функции равенств (3).

На основании обобщенного неравенства С. Н. Бронштейна (см. (2), 
лемма 1)

Ь с s
|| 2 r^ Л Qs ,

2 ' r‘/

где x — >*— — = 0. Поэтому Оц<е, если р достаточно велико.
С другой стороны, при фиксированном р, очевидно, $^->0, если

Е | xk - Д0) | -> 0.
т 4-1

Наконец, свойство 4) вытекает из (9) и из неравенства (4) при s = 1, 
в силу которого *

т \

1 ЛА” < и, Г « д и г+-L-).
Примечание. Заметим, что существуют функции f(x^ ... , хп), 

принадлежащие к Н^и "" Рт\ но не принадлежащие к Н(Рх.....Рт\ ка­
ковы бы ни были такие, что

РІ>РА- 2(Ра-Ра)>° (10)
1

Отсюда из теоремы 2 вытекает существование функции f^x^ ..., хп), 
принадлежащей к .....гп\ но не принадлежащей по переменным 
(Хр ... , хт) к рт>) где удовлетворяет условиям (10).
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