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МАТЕМАТИКА

М. А. НАЙМАРК

ОБ ИНДЕКСЕ ДЕФЕКТА ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

(Представлено академиком М. В. Келдышем 30 XI 1951)

Рассмотрим линейное дифференциальное выражение 

dn~x 
dxn~x

dn~xy \ ,-^г) + ---+Р^

О < X < + ОО,

где.. ,pn — измеримые вещественные функции, суммируемые, 
в каждом конечном интервале [0, a], «>0.

Выражение / (у) следующим образом определяет замкнутый сим­
метрический оператор L в пространстве L2 (0, оо). Пусть &' обозначает 
совокупность всех функций у, равных нулю вне некоторого интер­
вала [е, а], 0<Ха (своего для каждой из таких функций), для кото­
рых выражение I (у) имеет смысл и принадлежит L2 (0, оо). Соответ­
ствие у—>1(у) будет тогда оператором в А2 (О, оо) с областью 
определения У; его замыкание и есть L (подробно см., например 
в (х) добавление II).

Как известно, при любом недействительном X уравнение

I (у) = Ху

имеет решения, принадлежащие £2(0, оо), причем максимальное число т 
линейно независимых решений, принадлежащих А2 (0, оо), не зависит 
от X. Пара чисел (т, т) называется индексом дефекта опера­
тора L.

Случай дифференциального выражения второго порядка (п = 1)

был подробно изучен Г. Вейлем (®); в частности, Вейль показал, что 
в этом случае т = 1 (так называемый случай точки) или т = 2 (слу­
чай круга). С тех пор дифференциальный оператор второго порядка 
был предметом исследования многих авторов; ряд таких исследова­
ний был посвящен выяснению зависимости между классом оператора 
второго порядка (т = 1 или т = 2) и поведением функций р0 и pv 
В дальнейшем были предприняты попытки обобщить основной резуль­
тат Вейля В. Виндау (7) для случая четвертого порядка и Д. Шином (8) 
для любого порядка.
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Однако оба автора в своих рассуждениях ошибочно утверждали, 
что для индекса дефекта оператора 2га-го порядка либо т=п, либо лг=2л. 
Ошибочность этих утверждений впервые доказал И. М. Глазман (2), 
который привел примеры дифференциальных операторов, для которых 
т может быть любым числом, удовлетворяющим неравенствам

Однако до сих пор оставался открытым вопрос о зависимости 
числа т от поведения функций р0, рь..., рп в случае оператора 
произвольного четного порядка. Этой зависимости посвящены изла­
гаемые ниже теоремы. Во всех этих теоремах предполагаются выпол­
ненными условия, сформулированные в начале заметки.

Теорема 1. Если существуют постоянные ао=/=О, аъ...,ап 
такие, что функции

1 1
Ро а0 1’ 'Нп п

суммируемы в интервале (0, оо), то индекс дефекта оператора L 
есть (п, п).

Теорема 2. Если функции

PvP^-^Pn

суммируемы в интервале [0, оо) и если

lim р0 (х) > О,
л->4-оо

то индекс дефекта оператора L есть (п, п).
Теорема 3. Пусть выполнены условия:
О \Рп I* -* 00 «ри х-»+оо;

* Условие 5) в действительности является только нормировкой, ибо из сумми­
руемости функции PqIPq вытекает, что существует limX—^4~оо

2) р’п, р"п не меняют знака в интервале [х0, + оо) при х0 доста­
точно большом-,

3) при х -> + оо

Р'п = О(\рпП 0<а<Ц-А-;

4) функции
V _ 1 _ 3 _ ^3

^'РМ 2П '■■■’P,l_A\Pn\ 2,‘

суммируемы в интервале [0, 4- оо);
5) lim р0 (х) > 0 .*

Х->+оо

Если тогда рп~*  + оо при х-> + оо, то индекс дефекта опера­
тора L есть (п, п).

Если же рп-> — оо при х->+ оо, то индекс дефекта оператора L 
есть (п + 1, п 4- 1) или (п, п), в зависимости от того, сходится ли 
или расходится интеграл

7 -’+4-

При п = 1 эта теорема переходит в известный результат для диф­
ференциальных операторов второго порядка (см., например, (5) глава V).
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Теорема 4. Пусть при х0 достаточно большом функции 
Po^Pv- • • > Р'1 непрерывны в интервале [х0, + оо) и пусть существуют 
пределы

Ит ра = а0, Ит ру=аь..., Пт рп = а,„X—»4-00 X—»4-00 X—»4- ОО

причем a0^Q. Тогда индекс дефекта оператора L есть (п, п).
Теорема 5. Пусть при х0 достаточно большом функции 

Ро, Pv'iP” непрерывны в интервале [х0, оо), причем в этом интер­
вале O<ZPo-^c> где с — положительная постоянная. Пусть, кроме 
того, 

р' __ 1_ __ з_ _ Ад!
77^0, р0 2/>P1-»o, р0 Pl^Q,...,po 2П рп^о

при х —> + оо. Тогда индекс дефекта оператора L есть (п, п). 
Теорема 6. Пусть выполнены условия:
1) функции

Р'п' Р"п

непрерывны в интервале [Хф ос) при х0 достаточно большом;
2) Ро>О 6 интервале [х0, оо);
3) | рп | -> оо при X -> + оо;
4) функции р'п, р"п сохраняют знак в интервале [х0, оо) и при 

Х-> + оо
Р'п^О^р^), 0<а<1+-±-;

5) функции

р _А -1+— _А _и.А
X’ ЛІЛІ Р^ 2п> Р2\Рп\ 2пРй 2п^-

2л—3 2л—3 1 1

■•чРп-М 2П р^ 2П - РлІРлі 2П РоП

стремятся к нулю при х + оо;
6) функция рар2"~х ограничена в интервале [х0, оо).
Если тогда рп —> + оо при х -» + оо, то индекс дефекта опера­

тора L есть (п, п); если же рп—> — со при х-> + оо, то индекс 
дефекта оператора L есть (п + 1, п + 1) или (п, п), в зависимости 
от того, сходится ли или расходится интеграл

г -1+— - —J I Рп I 2п Ро 2я dx.

При доказательстве этих теорем используются некоторые резуль­
таты об асимптотическом поведении решений уравненияZ(у)=Ху при 
х-> + оо, в частности, результаты О. Перрона (3) и И. М. Рапопорта (4).

Теоремы 1—6 можно несколько обобщить, если воспользоваться 
следующим простым замечанием.

Если А — замкнутый симметрический оператор, а В — ограничен­
ный эрмитов оператор, то операторы А и А + В имеют один и 
тот же индекс дефекта.

Так например, вместо теоремы 4 мы получим тогда:
Пусть функции р0, ръ... ,рп-\ те же, что и в теореме 4, а функ­

ция рп существенно ограничена в интервале [х0, оо) при х0 доста­
точно большом. Тогда индекс дефекта оператора L есть (п, п).
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В частности:
Если вещественная функция р(х) суммируема в каждом интер­

вале [0, а], а > 0, и существенно ограничена в некотором интер­
вале [х0, оо), х0>0, то индекс дефекта оператора L, порожден­
ного дифференциальным выражением

есть (п, п).

v
/Су) = (-і)"^ +ру>
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