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МАТЕМАТИКА
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ФОРМУЛЫ МЕХАНИЧЕСКОЙ КВАДРАТУРЫ С МИНИМАЛЬНЫМ 
ЧИСЛОМ ЧЛЕНОВ ПРИ МНОГОКРАТНЫХ ИНТЕГРАЛАХ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 8 II 1952)

Обозначим через Сп множество всех полиномов ср (х, у) действи­
тельных переменных х и у, степень которых не превышает натураль­
ного числа п. Пусть R есть область плоскости переменных х, у такая, 
что двойные интегралы

Кг = xhyrdxdy (й>0, r>0, &4-r<n) 
(Я)

существуют.
Различными способами можно найти натуральное число N, N точек 

(хг, у,) на плоскости и N соответствующих чисел Хг, выбор которых 
не зависит от полинома © (х, у), таким образом, что формула 

? (л у) dx dy = 2 М Уд (0

будет верна для всякого полинома ср (х, у) множества С„.
Условимся говорить, что такая формула имеет минимальное число 

членов, тогда, когда число N правой части самое малое из возможных. 
В настоящем сообщении мы определяем все формулы этого вида для 
множеств Сь С2, С3, причем в последнем случае предполагаем, что 
область R симметрична относительно одной точки.

Получаются следующие результаты:
I. Существует только одна формула вида

\\^{x,y)dxdy = l^(xvy1)-, ^ = 1^, х1 = 1̂ , у^1* (2)
(Я) 700 '00

которая верна для каждого полинома ср (х, у) множества Ct. Точка 
(хрУ1) есть центр тяжести области R, которую предполагаем 
гомогенной, \ есть площадь области R.

II. Число членов в формуле (1) по отношению к множеству Сг 
равно трем. Существует бесконечное множество формул этого 
вида, которые зависят от трех произвольных параметров.
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Для того чтобы определить эти формулы, вводим функцию
0 z X у

p.r . . 1
F^, 7j; z, X, y) =--------Д-

? 4»
5 A©

Ло ‘01 

^20 Fl

■n Ai Fi Fi

Ло Ло 4н

Ло Ло Лі

Лі Лі 4)2

Так как Д является определителем положительно определенной 
квадратной формы I (w, и, v) = $(w + их + vy)2 dx dy, то Д > 0.

Согласно определению функции F будем иметь:
1°. F^, $, 7j; z, х, у) = F (z, х, у, СД, V]).

2°. g (z, х, у) = g (1, 7]) F (z, х, у; 1, ;, vj) d4 d^ = F (z, x,y, w, u, v), 
(Л)

где линейная 
w = gdxdy,

функция g^z, x, y) — cz + ax + by произвольна, 
и = \\ xgdxdy, v = \\ygdxdy.

3°. ) \ F2 (1, x, у, 1Д, ri)d'id\ = F(l, x, у; 1, x, y)>0. 
ій)

При этих условиях устанавливается следующая теорема: 
Теорема. Для того чтобы формула

5S ? (*’ Т) dx dy = kl? (хъ у J + Х2? (ха> у2) + к3? (х3, у3) (3)

была верна для каждого полинома у) множества С2, необхо­
димо и достаточно, чтобы координаты х„ yi удовлетворяли трем 
уравнениям Г

Хі.уі- 1, Xk,yh) = 0 (i, k = 1,2,3;^ Л), (4)

m. e. чтобы треугольник с вершинами M^x-,, уд был полярным отно­
сительно мнимои кривой второго порядка F(1 х v 1 v v) = 0 
Коэффициенты определяются по формулам ’ ’ ’ 1 ’ Т)

(5)

и, следовательно, всегда положительны.
В самом деле, применяя формулу (31 

F = Х‘У\ h "ф, xF, yF, получаем для трех полиномов

^1^1 + >2^ 2 + ^iF3 = 1, 

+ k2F2Х2 + ^F3Х3 =

2У2 + ^з^зУз = 7],
(6)

где Fi = F(l, xb y; 1, 7j) (i = i, 2, 3). 
Из (6) находим
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Подставляя в (7) Ь = Хі, 'q=yi (i = 1, 2, 3), получаем зависимости 
(4) и (5). Таким образом мы установили, что условие необходимо.

Обратно, пусть х„ yt (z = 1, 2, 3) — произвольное решение систе­
мы (4). В этом случае функции /<(/=1,2,3) оказываются линейно 
независимыми и, следовательно, каждый полином ? (;, ^) множества С2 
можно представить в виде

® = У, akrFkFr.

Из этой формулы находим akkF(\, хк, ук', 1, хк, ук) = 1^ (х, ук) и Л І 3
\\ф (£, = S akkF(l, хк, ук; 1, хк, ук), из которых получаетсяJ J
формула (3).

Отметим, что система (4), составленная из трех уравнений с шестью 
неизвестными, как легко устанавливается, имеет бесконечное множе­
ство решений, которые зависят от трех произвольных параметров.

III. Для того чтобы найти формулы вида (1) по отношению к мно­
жеству С3, предположим, что область R симметрична относительно 
точки (х0, _Уо), о которой можно предположить, что она совпадает 
с началом координат. Положим

0 х у |

-Г Ло 7ц > 
У 7 ц 7q2

Ло Л1
7ц 7О2

о =

Так как 3 является определителем положительно определенной 
квадратной формы / (и, v) = (их + vy^dxdy, то 8>0. Функция f(x,y) 
тоже положительна для каждой системы значений х, у переменных, 
за исключением системы х = 0, у = 0. При этих условиях доказы­
вается следующая теорема:

Теорема. Если область R симметрична относительно начала 
координат, то число N членов в формуле (1) для множества С3 
равно четырем. Для того чтобы формула

№

4

(х, у) dxdy=^ Л? (xit Уі)
і=1

была верна для всякого полинома <р (х, у) множества С3, необходимо 
и достаточно, чтобы четыре точки /ИДх,-, у/,) были вершинами па­
раллелограмма, описанного около эллипса f(x, у) = 1. Коэффициенты 
\ определяются по формулам 

и, следовательно, всегда положительны.
IV. Пользуясь аналогичным методом, мы получаем формулы меха­

нической квадратуры при тройных интегралах. Так, устанавливаем, 
что существует только одна формула вида Щ у(х, у, z) dx dy dz =

, . . Хю
— (xi, _Уі, zj, которая верна для каждого полинома ф (х, у, z) мно­
жества Q; точка (хр у/ц zj есть центр тяжести области R, \ есть 
объем области R.
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Вводя функцию

Ф (х, у, z; •»], Г) = _ _L

0 1 х у z I
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Лго Ли 

Ли Ло2

1мт = xh у1 zm dx dy dz, 
(Л)

доказываем следующую теорему:
Теорема. Для того чтобы формула

4

ср (х, у, z) dxdy dz Х;<р (xt, yt
<₽)

была верна для каждого полинома <р (х, у, z) множества С„, необ­
ходимо и достаточно, чтобы координаты х,, у,, Zi удовлетворяли 
уравнениям

Ф (хц yt, Zf, xh, yk, zh) = 0 (i, k = 1, 2, 3, 4; i k),

m. e. чтобы тетраэдр с вершинами Mt (xt, у,, zi) был полярным от­
носительно мнимой поверхности второго порядка Ф (х, у, z;x, у, z)=0. 
Коэффициенты X; определяются по формулам

1
Ф х^у^гд

и, следовательно, всегда положительны.
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