
Доклады Академии Наук СССР
1952. Том LXXXIII, № 1

ТЕПЛОТЕХНИКА

Ю. А. СУРИНОВ

РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ О ЛУЧИСТОМ ТЕПЛООБМЕНЕ 
ДЛЯ СФЕРЫ

(Представлено академиком М. В. Кирпичевым 27 X 1951)

Ниже рассматривается стационарная смешанная задача для сферы, 
заполненной диатермической средой, с „серой" поверхностью F, со­
стоящей из двух областей F± и F2 (F = F1-\-F2). Заданы произволь­
ные непрерывные распределения температур Т по области Flt плот­
ности результативного излучения £рез по области F2 и оптических 
констант А (или R) по всей поверхности F. Требуется определить 
поля плотностей различных видов излучения как на границе, так и 
по объему V внутри сферы. Вследствие чрезвычайной простоты кон­
фигурации системы точное решение задачи может быть получено 
элементарным путем на основании классификации видов излучения, 
не прибегая к интегральным уравнениям излучения. Весьма суще­
ственно, что плотность падающего излучения постоянна по поверхности 
сферы (^пад = const), независимо от распределений Т, Ерез и R.

Классификация видов излучения)1,2).
1. Плотность эффективного излучения:

Е3ф — Ес -)- Етр = АЕ0 4~ REn^. . (1)

2. Сферический вектор излучения (^:

| 5 Еэф (И) rrL (М, N) dFN, MEKV*,  
Е4- (Ж) = J £эф (A) dt (М, s) = |(2)

* Обозначения ME^V я ME Ир указывают на то, что фиксированная точка М 
принадлежит в первом случае открытому трехмерному евклидову точечному мно­
жеству и во втором случае —к двумерному точечному континууму Зф, образую­
щему границу системы F.

** функция 7)пад претерпевает на границе разрыв непрерывности, как потенциал 
двойного слоя согласно уравнению (4,5):

I п^эф (М) + 5 £эф (Н) (М, A) dFN,

где L (M, A) = cos 0,v / nr2MN.
3. Пространственная плотность падающего излучения:

7jnaa (М) = с и (М) = | J £эф (A) do) (М, s) =

= J £эф (A) L (М, A) dFN, М € **.  (3)
(О
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4. Поверхностная плотность результативного излучения:

Ерез,п (Ж) = (Е4я> П1) = иЧ п) - (М, п), М € 2U
Ерез(М) = ЕПЛЛ(М) — Еаф(М) = А(М)[ЕпалЦУІ)-Е0ЦУ^ М€ ЙГ- (43)

5. Поверхностная плотность падающего излучения:

£паД(М n) = J E^l^d^M, N), M^+F;

d<?n (М, N) = K(M, n, N) dFN = dFN (6)
™MN

На основании (4а) в данном случае сферы получаем (2)

Е —A- F (М \ £рез \ р I лл \^,,ад-----+ Л<> W------------- Тему + Ео (Mi) = const

Воспользуемся, далее формулой Остроградского:

$ (Е4я, nJ dF = ф Eve3 (К) dFN = \ £рез (wj dFNi + \ fpe3 (д/j dFp, °’
(Г> (Г.) (F.)

(8) 
или, на основании (4а),

QPe3,1 = - Qpe3,:a = J £рез (/VJ dFN1 = Fy (А1Епал - Ec, i), (9) 

где At и ECtl средние значения А и Ec по области Fx, равные:

A(N^dFN^ ЁС>Х^Ё E^N^dF^. (10)
(Л) (Л)

Из (9), учитывая (7), находим:

1 (р ^рез, 2 \ 1 __
\ °' 1 Рх J ~А р 1 Qpe3,2), Qc, 1 = Ёс, yFу, (И)

£,o(Af2) = ao[T(Af2)p =^_
Л,

^рез«)
(12)

Выражение (12) в развернутом виде запишется так

) йРкг — \ Е IN } dF

Ео (М2) = £рез(М2)

Д(Л12) •
(12a>

£эф W) (M) или 7)nw (AfJ = 2£9ф (Л4) + Чпад (Л1),

где М — точка на поверхности и At ,
vl‘ бесконечно близкая внутренняя точка.



Подставляя в (4а) значение Дпад, получим
Дрез (тМД =

- Ео (Л^)] dFNi - J
Л) I

Л4Х€21Л. ц3)
и пределение Е.„, Е_ и Rn „„„................

находйм^°ДСТаВЛЯЯ В (2) ЗНаЧение —«о (П и учи^^

(7И) - ^Ес (N) dt(ж, _ J, Лрез (щ d^(M, AQ +

+ Епял ? (Л4, Д2) + \r (д^) dt(M, Д/х) ], (14)

Г,) — геометрический вектор излучения, создаваемый об-

?(Л1. Л)~ 4= Jj.MM N^dF»,-. (15)

Пользуясь далее уравнением замкнутости системы вида

7(М д^»^ ^)== (1б)

получим:

EW(M) = А (^) [£0 (^) _ Дпад) dt(M, NJ —

- \ рез (NJ dt(M, NJ, (17)

или
W “ X7 {X <1,A <*•> A W I*  W - <₽Л d?(M, dF^ -

* Проекция вектора <р (М, F2) на произвольное направление пточки М, представляет собой результативный лоКальныйРугловой коэффициенГизлу- 

чения 'Ррез, п (м> E2Y фрез, n М F2) F2\ П1 = $ а^п (М, ).

(Л) ’ 2

- 1 ХГ*Л ”. "J -K(M, n, N.ndF^dF^ I (17a)

Для Дрез соответственно получаем:

Дрез, n (ЛІ) = (Е4п, Пх) = Д (^) [£0 (^) _ fnaj d^n _

^Рез(^2) Л/2), 7I4€21„. ц8^

Выражение для т)пад получим аналогично, подставляя в (3) значе 
ние Д9ф согласно (1) и осуществляя несложные преобразования:

^пад (М) = V J W (Л1- Ч) - V j Дрез (^) d^ (М, N2) +

+ F2)+ j 1 (19
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или, так как 
f2)= J d^^NA = С2Х% 

™ ’ (А) (20)
получаем:
ТМад (^) = си (^) = 4£пад + — ) A (N^ [£ (Д; X с т j , . 

(F^ ' 17 l Ovvv -Спад] dm (Af, ДГ \ __
1 г 1

’ К J^pesW^GUAQ, М^„. _

Частные случаи. 1 Поелполо^п,, л адиабатической. Тогда £пад (Ж) = £эф «) = £°(М^ является 
вательно, на основании (17а) и (21), получим (3): 1’ И’ след0-
®" W = Х^Х ХЛ (л,1) А (₽4 [£« М - В. (РА 4(М, щ dFp _ т

Jn A (N,) A (Р.) (£, (WJ _ Е° 1РЛ х

X d^(M, N^dFp^ M6&v. (23)
2 . Предположим, что область F, сферы состоит из н ’

и изотермических зон и область F, (неадиабатическаи) Д „Д3 °₽ОД™Х 
g~0"' КаЖД°Й "зт™₽'“ = const» В этом’“случай

1 —> ^2
Е1Л (/И) = 2 Л (^о, k - £пад) © (М, Fk) - 2 fpe3( д(/И, Fj), %v- (24) 

ft-i ;=1
Діад = (^) = 4£Пад + 2 Ak (^О, k — Діад) <0 (Л4, Fk) —

*=1

~ п 2 ^Рез- ’ °’ (25)
/=і

В качестве тривиального частного случая рассмотрим смешанную 
задачу для сферы, состоящей из трех зон, из которых одна (зона 2) 
является адиабатической, а две другие изотермическими.

р (М\ — А А ^3<р ~ ^з)] р . р р с /псхfc.^ (/И) — Л Из --------------------------------£13; £із = F од — £0,з; (26)
1 “Г 3

<Л1) = CU (Ж) = 4Е,., + Еа. (27)
~ 1Н1“ 1 “Г л3г3)

Выше были определены все основные характеристики поля излу­
чения **.  В заключение заметим, что постановка данной задачи воз­
никла из потребностей теплотехнических приложений теории тепло­
вого излучения.

* Числа щ и п2 предполагаются конечными.
** Кроме яркости В (М, s), которая в данном случае системы серых тел, разде­

ленных диатермической средой, и стационарной задачи .определяется тривиально на 
основании соотношения В (М, s) = Вэф (A, s) = (А) / к, так как внутри системы 
яркость является лишь функцией направления, а на границе, на основании закона 
Ламберта, только функцией точки (г).

Поступило 
17 VII1951
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