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МАТЕМАТИКА

О. С. ИВАШЕВ-МУСАТОВ

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ФУРЬЕ - СТИЛЬТЬЕСА СИНГУЛЯРНЫХ 
ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 9 XI 1951)

Пусть F(x) — непрерывная, монотонная и сингулярная функция. 
Как известно, ее коэффициенты Фурье — Стильтьеса

2я
сп = e~lnx dF(x) 

о
таковы, что ряд

(1)

расходится.
Вопрос о возможном порядке убывания сп изучали Литтльвуд (1), 

Винер и Винтнер (2), Шеффер (3). Наиболее сильный результат Шеф­
фера состоит в том, что для любой положительной функции г (%), 
стремящейся к бесконечности при х-»оо, можно построить такую 
функцию F(x), что

Сп = О
У I п |/

В настоящей работе устанавливается, что коэффициенты могут
иметь порядок

1 1 _________ 1________
КI п । ’ К | п 11п | п | ’ V ] п | In i п | In In In I (2)

и т. д.
Теорема 2 говорит больше: в известном смысле слова она означает, 

что ряд (1) может расходиться как угодно медленно.
Одновременно решается вопрос о возможном виде преобразования 

Фурье — Стильтьеса сингулярных функций (теорема 3).
Основная идея доказательства теорем 2 и 3 сначала демонстри­

руется на решении более простой задачи. Если рассматривать на всей 
прямой функции с интегрируемым квадратом, то преобразование Фурье 
не выводит за пределы этого класса функций. С другой стороны, две 
функции, связанные преобразованием Фурье, находятся во взаимно­
однозначном соответствии для значительно более обширного класса 
функций (4). В теореме 1 показано, что преобразование Фурье функ­
ции, постоянной по модулю, может иметь интеграл квадрата, расхо­
дящийся как угодно медленно.
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Теорема 1. Пусть на полупрямой задана непрерывная, моно­
тонная, положительная функция xW, для которой:

1) при х —> оо,
2) существуют такие 0>1 и А, что для всех х

3)

xW < л. 
xW ’

у
Ф(т) = J X2(x)dx~^oo при у — 

• ". и
Тогда существует такая функция F(x), что
a)

б) J F (х) е-<У* dx = 0 (х(Ы))-
—ОО

Функция F(x) строится следующим образом. Пусть ф(л) —функ­
ция, обратная к ^(х). Положим

^(t)dt при х>0, 

при
Тогда F (х) = e'f (х\ [

Т е о р е м а 2. Пусть на полупрямой задана монотонная, диффе­
ренцируемая и положительная функция х(х), для которой:

у
1) Ф(.У) — X2(x)dx ->оо приу-^-оо-, 

и

2) для любого s>0 имеем х1+гх2(х) ->оо при х->^;
3) хх2(л)-*0 При х-»оо;
4) для любого 9^1 и всех х

ф(Ох) +1 п 
х (6х) V ф (х) + 1 •

7 огда существует функция F(x), которая удовлетворяет тре­
бованиям: •

a) F(x) определена на [0, 2к], непрерывна и монотонно не 
убывает;

б) J e~inx dF (х) = О (х (I«I)); 
о

в) F' (х) = 0 почти всюду.
Заметим, что условия 1) — 4) выполнены для функций типа (2). 

Функция F(х), удовлетворяющая требованиям теоремы, строится сле­
дующим образом. Обозначим

jU) 
^Ф w +1Xi W =

Пусть ф (х) — функция, обратная к

91W = \ X? (t) dt. 
О
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Положим

/W = J W)dt.
0

Выберем столь быстро возрастающую последовательность чисел 
№}, что:

х f (dk + 2л) 1
f (dh^ < 16h ’

«2) '?і№)>1000-4'!;

a3) для всех y^dh

a4) для всех y^-dk

4/ (<4^ + М<^;

a5) cos/^) = — 1.
Обозначим

Q«W = +cos/(^ + *)) и Fn(x) = Qn(t) dt,
k—l 0

где x€ [0, 2т]. Последовательность непрерывных и монотонно возра­
стающих функций Fn (х) сходится на [0, 2т] равномерно, т. е. опреде­
ляет некоторую непрерывную и монотонно не убывающую функцию 
F (х). Построенная функция удовлетворяет всем условиям теоремы.

Теорема 3. Пусть на полупрямой задана монотонная, поло­
жительная и дифференцируемая функция xW, для которой 

у
1) ^(y)=^Y.2{x)dx-^-oa при _у-»оо; 

о
2) для любого 0^1 и всех х

х(х) । ЛФ (Ох) + 1
х (0х) V ф (х) + 1

3) хх2 (х) —» 0 при х оо;
4) для любого е>0 имеем х’+ех2 (х)-»оо при х->оо.
Тогда существует функция F (х), удовлетворяющая требованиям:
а) F(x) определена на [0, 2т], непрерывна и монотонно не убы­

вает', 2л
б) J e-^dF^x) = O(x(|j|)); 

о
в) F' (х) = 0 почти всюду.
Функция F (х), удовлетворяющая всем условиям теоремы, строится 

так же, как и в теореме 2.
Поступило
16 VI 1951
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