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МАТЕМАТИКА

Б. А. РЫМАРЕНКО

О НАИМЕНЬШЕМ УКЛОНЕНИИ ОТ НУЛЯ ЦИКЛИЧЕСКИ 
МОНОТОННОГО ПОЛИНОМА ПРИ ЗАДАНИИ ДВУХ ЕГО СТАРШИХ 

КОЭФФИЦИЕНТОВ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 12 I 1952)

В настоящей заметке рассматривается вопрос о наименьшем укло­
нении от нуля в промежутке [0, 1] циклически монотонного*  полинома 
уп (х) € Цр степени п вида:

* Как известно, функция /(x)EUm называется циклически монотонной порядка 
т>1, если она имеет на отрезке [0, 1] знакопостоянные производные всех поряд- 
ков<да, удовлетворяющие неравенству (х) (х) С 0 при O^.k^.m — 2.

Если при этом /(х)>0 и f (х)>0 на [0, 1], то условимся писать fix) £ Ц^+> +>; 
если Дх)<0, a f (х) О, то /(х)ЕЦ^"’—\ и т. д.

Очевидно, что Цт = Ц(+- Н + Ц<+> > + • ’ + Ц(т ’ +).

Уп (х) = х" — ох™-1 + р2хп~^ + ... + р,„ (1)

где а — данное число, а р^п — 2, решение которого вытекает из 
общих теорем С. Н. Бернштейна (*).

Напомним обозначения и основные свойства циклически монотон­
ных полиномов, необходимые нам для дальнейшего.

S-полиномы и С-полиномы Эйлера — Бернштейна определяются сим­
волическими равенствами:

S (х) — + е / v) — L ’-т

(2)
С 1 А — ~ ^m-l г / \

, C2m(XJ— (2от-у|— ,

если везде в формуле бинома Ньютона степени Ек заменить числа­
ми Eh (соответственно, E* k — числами E* k). Числа же E2h последователь­
но определяются из символических равенств:

(1+^ = 0;

£^+1 = 0 (^ = 0, 1,...); £^ = 0 (^>0;4=1);

£2*+ i = (1 + £)2*+ і.
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Далее:
S„ (х) и С„ (х) € Ц„; S'k(x) = Ck-r^x); Ск(х) = Sk-^x);

3^(1) = С2к (0) ; S2k+1 (1) = - С2к+1 (0) = .

При этих обозначениях справедливы следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть а<Д или
Тогда среди полиномов уп (х) € Цл-і+) + вида (1) наименее 

уклоняется от нуля на [0, 1] полином

Ini ГS„ (х) 4- і1 —— । (х)1, если п — 2т;
» / ч I L \ nJ J

(га! I S„ (х) —у S„-i (x)J, если п = 2т + 1.

Минимальное уклонение от нуля Ln равно-.

\Еп + (п — ^ Е^ I 

| Еп — aEn—i.,

если га — 2т;

если п = 2т 4- 1 •

(3)

(4)

Теорема 2. Среди полиномов уп (х) € Ц(Л2+) вида (1) наименее 
уклоняется от нуля на [0, 1] полином **:

У„ W = п- [s« W + (1 ~ т) S"~1 + Sn-2 М ;

(га = 4т 4- 2)

(5)
л! [s„ (х) — -у , если а < у;

га! £$„ (х) — -- Sn-i (х) 4-0------S„ 3 (х)], если ч=4т4-1)

X (х) = п\ [5„ (х) - “ S„_! (х) 4- -^2^— 5л_2 (х)1 
(га=4гаг4 3) 

причем минимальное уклонение от нуля Ln равно:

(Еп 4- (га — а) En—i, 
Ьп=\

(п = 4т) [£•„ + („ _ а) + (га - 1) fa - А) Еп.2,

если з ;

если з < -у ;

* При 0 < а < п задача не имеет смысла.
В остальных случаях, когда уn (х) g Цл_2 — Ц л‘!1’2+\ полином наименьшего укло­

нения находится аналогично.
180



Ln = En + (fl - a) E^ + ^Е,^
^я==4т+3)

(6)

(n=4w -i-1)

E n &Еп—is

E'n — aE,^ + (n — 1) — a I E'n-2,

n 
если a ;

n .
если a ,

Ln = E*n — aE,^ + 1 (n — a)2 En^2.
(w=4m+3)

(6а)

Для доказательства этих теорем разложим полином уп (х) п0 ^-по 
линомам (формула (48) статьи (*)):

Уп W = ^akSk(x). (7)
й=о

Тогда очевидно (в силу (1)), что

( п! 1---- —, если п = 2/;
ап = п\; = \ \ п J (8)

[— (п — 1)! а, если п = 2/ + 1.

При р = п — 1 (а<0 или а>л) (х)л! X----  
знак на [0, 1]; при р = п — 2

сохраняет

УГ2)М =
4- X2 — (п — 1)! аХ + ап-2, если п = 2/;

л! , если n = 2Z+ 1,

(9)

a —

также сохраняет знак на [0,1], если

(л —1)! с2
л 2

(л —1)!(л—о)2

при п = 2/,
(10)

или если

при 77 — 2/ + 1,2

при п = 2/;

при п = 11 + 1.
(И)

^п— 2

п

Следовательно, в этих случаях применена лемма 2 С. Н. Бернштей­
на (г). Поэтому у полинома, наименее уклоняющегося от нуля,

{k = 0, 1,..., п — 2, если р = п — 1;
ак = 0

k = 0, 1, .... п — 3, если р = п— 2).

Это и доказывает теорему 1.
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Теорема 2 будет доказана, если подобрать число ап-2, удовлетво­
ряющее условиям (10) или (И), так, чтобы величина уклонения Ln 
стала возможно малой.

Легко проверить, что надлежащий подбор числа ап-2 приведет к 
формулам (5) и (6).

При р = п — 1 и а = п (если п = 2/) или а = 0 (если п = 2/4-1} 
приходим к теореме 1 С. Н. Бернштейна (*).

Рассмотренная нами задача аналогична известной задаче Е. И. Зо­
лотарева^) о наименьшем уклонении от нуля полинома вида (1) без 
дополнительного условия монотонности полинома.
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