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МАТЕМАТИКА

Н. АЗБЕЛЕВ и Р. ВИНОГРАД

ПРОЦЕСС ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ ДЛЯ ОТЫСКАНИЯ 
СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ И СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 27 VI 1951)

Пусть в н-мерном (действительном или комплексном) пространстве 
задан линейный оператор А, симметричность которого не предпола­
гается.

Описываемый ниже процесс последовательных приближений при­
водит при надлежащем выборе нулевого приближения к любому 
собственному вектору оператора А. Характер сходимости выясняется 
в теореме 2.

Процесс определим следующим образом.
В качестве нулевого приближения выберем произвольный вектор 

(А х х 'х0 =^= 0. Здесь положим л0 = ■ ц у’||2°' ’ ПОСТРОИМ оператор Во = А — 10Е 
и вектор _у0 = В*Вих0, и теперь в качестве следующего приближения 
возьмем х1 = х0— где т10— числовой коэффициент, равный

=. ^1°2 ~ • При этом нулевым приближением для собственного 
числа считаем Хо. Над хЛ производим те же операции, получаем и х2.

(Axk, хЛ 
Вообще, пусть и Хь уже определены, тогда полагаем = —п—Il xk и
затем Bk = А - \Е, далее yh = Bk B,xk и т(й = , на­
конец, Xk+i = Хь — r^yk- Процесс приближений определен.

Грубую оценку сходимости дает теорема 1.
Теорема 1. В зависимости от выбора х0 имеет место один 

из двух случаев: либо х*->0, либо все предельные для последова­
тельности {х*} векторы принадлежат одному и тому же собст­
венному подпространству и имеют одинаковую норму 0.

Этот результат уточняется теоремами 2 и 3.
Теорема 2. Пусть собственному числу к' оператора А отве­

чает в нормальной жордановой форме матрицы (А) только диаго­
нальный ящик, т. е. принадлежащее к инвариантное подпростран­
ство L' состоит только из собственных векторов. Тогда имеет 
место сходимость процесса со скоростью геометрической прогрес­
сии к отличному от нуля вектору х' из L' (т. е. || Xk — х' У <1 Сф, 
где 9<1), если в качестве х0 выбран произвольный вектор, образую­
щий с L' угол, меньший некоторого а0.

Замечание. Примеры показывают, что при нарушении условия 
о диагональности ящика может наблюдаться сходимость лишь со 
скоростью 1 ik.
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Теорема 3. В условиях теоремы 2 относительно L' «область 
притяжения» G(L') подпространства L', т. е. множество таких 
нулевых приближений, которые приводят к отличным от нуля 
векторам из L', есть открытое множество.

Замечание 1. Теорема 2 устанавливала лишь, что 0(7,') содержит 
некоторый достаточно узкий «конус» вокруг L'.

Замечание 2. В случае симметричности оператора А число q, 
фигурирующее в оценке сходимости (теорема 2), просто выражается 
через собственные числа оператора А. Пусть последние расположены 
в порядке возрастания: Д <Д2<. • • • <Дг (г^п). Если мы находимся 
в «области притяжения» подпространства Lp, принадлежащего ьр, то

Мр-тр
4 Мр + тр'

где Мр — большее из двух чисел Рч —ХД2 и (Хг —ХД2, а тр — мень­
шее из двух чисел (Х^ — \ру и (Хр+1 - Х^)2 (в случае р = 1 или р = г 
принимаем соответственно \р^ — Хр или Х^ = ХД.

Замечание 3. Пусть нормальная жорданова форма матрицы А — 
диагональная. Сумма «областей притяжения» всех собственных под­
пространств есть, по теореме 3, множество открытое, следовательно, 
дополнительное множество F, которое является тогда, в силу тео­
ремы 1, «областью притяжения» нуля, замкнуто.

Представляется весьма вероятной справедливость гипотезы:
«Область притяжения» нуля, по крайней мере в случае приводи­

мости (А) к диагональной форме, является нигде не плотным мно­
жеством.

Будучи доказано, это предложение означало бы, что случай схо­
димости процесса к нулю практически невозможен. Гипотеза легко 
доказывается для всех операторов в двумерном пространстве (даже 
без предположения о приводимости (А) к диагональному виду) и для 
некоторых операторов в трехмерном пространстве. Доказательства 
в общем случае найти не удалось.

В заключение считаем долгом отметить, что в предлагаемом ме­
тоде использованы идеи способа последовательных приближений для 
решения систем линейных уравнений, изложенного в неопубликован­
ном докладе А. М. Лопшица.
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