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МАТЕМАТИКА

И. П. НАТАНСОН

О ПРИБЛИЖЕНИИ К МНОГОКРАТНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМ 
ПЕРИОДИЧЕСКИМ ФУНКЦИЯМ ПРИ ПОМОЩИ СИНГУЛЯРНЫХ

ИНТЕГРАЛОВ

(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном 24 XI 1951)

Пусть Ф„ (£) — положительная, четная, 2к-периодическая функция, 
ТС 7С

для которой Ф„(^) dt = 1 и 8Л= j t Ф„ (t) dt —> 0. Положим
•—тс О

Un\f-yc]=\f(t)®n(t-x)dt. (1)
—тс

Известно (!), что для любой 2~-периодической функции f(t)

1^1/;х]-/(х)|<Зф(М, (2)

где о>(о) — модуль непрерывности/^).
Допустим теперь, что у функции Ф„ (i) существует непрерывная 

производная. Тогда справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть

^0][/;х]=/(х), и™\^х] = ип[иу-'\х].

Если у существует непрерывная производная порядка р с 
модулем непрерывности тр (8), то

/Н-1

k=0

<3p+,8^(M- (3)

В самом деле, если у f(t) существует непрерывная первая произ­
водная f (t) с модулем непрерывности «ДЗ), то

= (4)

Если, кроме того, \f (7) | <; А, то из (2) вытекает, что

|£Шл]-/(х)|<ЗА8я. (5)

Применяя неравенство (2) к f (t), получим, в силу (4), что

i{f7«[/;x]-/(x)};i<30>1 (8„).
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Отсюда, на основании (5), следует, что
I Un {Un [/; t] -f-х} - [Un [/; x] -/(x)} I < 9 8^x (8„), 

или
I U1̂  [/; x] — 2 U1̂  [/; x] + / (x) | < 98,^ (8„). (6)

Если существует f(t) с модулем непрерывности w2(8), то можно 
применить (6) к f (t). Это дает, что

|{^2]-2^1]+/}х|<98„Щ2(8„)

и, на основании (5), мы получаем

| u31 - 3U21 + 3U1] —< 278^®2 (8„).

Повторное применение этого приема и приводит к (3).
Замечания. 1. Практически удобно применять теорему тогда, 

когда

Фл(^) = Lw + у Ц cos it.
І = 1

В этом случае

Un [/; х]=р0(лМ + у р(п’(аг cos Zx + djsinZx),
і=1

где A, at, bi — коэффициенты Фурье функции / (t), и построение ин­
тегралов Uln] [/; х] сводится к простому умножению этих коэффициен­
тов на степени [р(п)]\

2. Если применить нашу теорему к интегралу Джексона, в котором

Фл = 2™ (2^+1) I “Г \ ’

\ 2 /

то легко получить известные теоремы этого автора о наилучшем при­
ближении многократно дифференцируемых периодических функций 
тригонометрическими многочленами.

Полученные результаты переносятся в теорию приближения функ­
ций нескольких аргументов. Именно, пусть Фл(£) и (>и) — две поло­
жительные, четные, 2т-периодические функции, имеющие непрерывные 
производные, причем

ТС ТС

(&n{ti)dii = ^m{v)dv = 1.
—ТС —тс

Соотнесем каждой непрерывной и 2~-периодической по обоим 
аргументам функции f{u, v) сингулярный интеграл

Un,m[f‘ X, у] = ^/(ц, v)^n{u — х) ЧД (v — y)dudv,
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где R — [— к; —Если положить, как и выше

[/; x,y]=f (х, у), и^т [/; х, j] = ип, т [U1̂  х, j]
„ /и ввести обозначения

^л = $ « Ф« («) du, Pm = f (^) dv, 
О и

то рассуждениями, сходными с приведенными, доказывается теорема 2„ 
Теорема 2. Если у f (и, v) существуют непрерывные частные 

производные до порядка р включительно, причем модуль непрерывно- 
dpf(u,v) .

стп« duhdvp~h' еСтЬ Wk'p~h^'' I1)’ то

Р+1

л=о
; s^12 ср xkn p_h (х„, ^т).

Если, в частности, у f(u, v) существуют все частные производные 
до порядка р + 1 включительно и все производные (р + 1)-го порядка 
ограничены числом А, то правую часть последнего неравенства можно 
заменить на 5р+1Л (кп + Pm)p+I.

Применением этой теоремы к двойному интегралу Джексона дока­
зывается теорема 3*.

* Здесь придется еще использовать то обстоятельство, что двойной интеграл 
Джексона отклоняется от f(x,y) не больше, чем на И со [— ЛЛ

\ п т )
** Это последнее утверждение вытекает также и из результатов С. Н. Берн­

штейна (2).

Теорема 3. Если f (х, у') — Чк-периодическая по каждому из 
аргументов функция, имеющая непрерывные частные производные 
до порядка р включительно, а Еп, т есть ее наилучшее приближе­
ние тригонометрическими многочленами порядка не выше п по х и 
не выше т по у, то

р ,
Р ооЛ+1 XI pk 1 1 \ 

т )

Если, в частности, у f (х, у/) существуют все частные производные: 
порядка р + 1 и они ограничены числом А, то **

Еп, т< 22^(4- +4-F1- 
\ п т ]

Поступило
15 XI 1951
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