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1. В настоящей заметке теорема единственности заметки (х) доказы­
вается в предположении, что при х-»-|-оо

о
5 Z^*|da(k)| =О(е<^*), 

— ОО
где а — положительная константа.

Теорема 1. Пусть для всех действительных х

cos у к х da (к) = О,

причем функция а (к) такова, что для всех действительных х
ОО

I COS У^Х I I da (к) | < ОО.
— ОО

Если при х-> + оо
о

Z|x|*|da(k)| = о(е«*),
----- ОО

(1)

(2)

где а — положительная константа, то а (к) = const.
Доказательство. Как показано в (1), достаточно показать, что о

функция F(z) = \ cos Y^zda (к) есть константа. Пусть z = x + iy. Оце-
— ОО

ним F(z) при больших х.
В силу (2)

ifwi-4- ^-К|Х|х-іУ|Х|у + еУ^х+і}Г^у^а (k)

О
^1*1 И

— ОО

I da (k) I = О (еЛХ') = О {еЛГ' cos‘ *) (0 < о < 2л). (3)

Введем в рассмотрение индикатрису

и рассмотрим ее для определенности в углу 0^с?^л/2.
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На сторонах этого угла ^(г)! ограничена. В самом деле, если о
z = іу, то F (іу) — f cos /| X IУ ds (X). Последний интеграл ограничен.

Если же z — x, то, в силу (1),
О оэ

F (х) = cos /X х ds (X) = _ ^ cos /Гл ds (X),
— СО ?)

и, значит, F(x) ограничена. Поэтому А(0) = А(я/2) = 0. В силу из­
вестных теорем Линделефа (см. О, стр. 114-115) A(®)=Asin2<₽ + 
+ Дсоз2®. Из h (0) — 0 следует В = 0, т. е. А(®) = 2Л sin ® cos ®. С дру­
гой стороны, из оценки (3) следует, что A(®j<«cos2®.' Неравенство 
2А sin ? cos ® <. a cos2 ® при ср —> — / 2 возможно лишь при А = 0, т, е. 
рост функции F(z) не выше минимального типа второго порядка. 
1ак как/(г) ограничена на вещественной и мнимой осях, то из клас­
сической теоремы Фрагмена — Линделефа следует, что F(z} — const, 
что и требовалось доказать.

Аналогичная теорема единственности имеет место для интегра­
лов вида 

и для интегралов вида
ОО
5 уИ/хх)^), 

-----ОО

где

jP^x) =
2pr(pyi)Jp (ГХх) 

(V\x)p = 2(-ir*=0
Г (Р +1) 

й! Г (р + k + 1)

2. Важное применение рассмотренной теоремы единственности дано 
в (3). Используя теорему 1 настоящей заметки, можно уточнить усло­
вие ортогональности спектральной функции, данное в (3) (см. теорему 
на стр. 347). А именно, спектральная функция р(Х) ортогональна, 
если при х -> + оо

о 
e^Mxdp(l)^O(e^'),

— СО I

где а — положительная константа.
В заключение сделаем еще следующие замечания. Как показано 

одним из нас (4), разложение в интеграл Фурье по собственным функ­
циям дифференциального уравнения второго порядка на полупрямой 
(0, оо) может быть получено с помощью простого предельного пере­
хода из разложения в конечном интервале. Однако ортогональность 
разложения в интервале (0, оо) доказывалась довольно сложно с по­
мощью интегрального представления резольвенты. Теорема 1 дает 
возможность просто доказать во многих случаях ортогональность раз­
ложения. Действительно, после того как доказана теорема разложения 
в интеграл Фурье и, следовательно, получена функция р (X), можно 
доказать ортогональность разложения в интеграл Фурье, повторяя 
рассуждения из (3), если только функция р(Х) удовлетворяет усло­
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вию (4). В частности, если, например, дифференциальный оператор 
полуограничен, то существует такое — оо, что р(Х) = const для 
1 < с. Поэтому при х -> + оо

О __  о ___ __

$ fZp(X) = 1 й?р (X) = О(/|с|л)
— со с

и, значит, условие (4) наверное выполняется.
Поступило 

6 X 1951
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