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МАТЕМАТИКА

Академик С. Л. СОБОЛЕВ

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЧАСТНОГО СЛУЧАЯ СИСТЕМ, 
НЕ ПРИНАДЛЕЖАЩИХ ТИПУ КОВАЛЕВСКОЙ

Задача Коши в неограниченном пространстве для системы

N(v,p) = -^- —(vxk) + gradp = F, (1)

div v = ф 
или для уравнения

LP^^ + ^~f й

может быть решена в явном виде.
Для того чтобы построить такое решение, мы построим в явном 

виде оператор, обратный оператору N (v, р), div v. С этой целью выве­
дем для этих задач формулу, аналогичную формуле Грина, и укажем 
некоторые частные решения однородных уравнений (1) и (2), являю­
щиеся фундаментальными. Применение формулы Грина к неизвестной 
системе решений (1) и к фундаментальному решению дает явное вы­
ражение решения (1) и (2) через известные элементы, т. е. явное 
выражение для искомого обратного оператора.

Для наших целей интерес представляют два класса частных реше­
ний уравнения

ГФ = 0, (3)
а именно решения вида

ф = pmr-(4) 

где
р2 = (х _ х0)2 + (у — у0)2, г2 = (г — г0)2 + р2, x = t — tQ, (5) 

и решения вида

Ф = (х - х0) pmr-m-^ (6)

Непосредственной проверкой можно доказать, что везде, кроме 
точки х = х0, у = Уо, z — z^ и, может быть, плоскости ^ = 0, решения 
вида (4) существуют, если функция ф ) = ф (?) представляет собою 
совместное решение двух обыкновенных дифференциальных уравне­
ний

Лг=Дф"' + [т - (s + 1) (s - 2)] ф" + $ф' + (m + s) ф = 0, (7)

Л2 = £2фи + (2m + 5)5 ф'" + [£2 + (m + 2)2] ф" + (2m + 2s + 2) ^ф' +
4- (m + s) (m + s + 1) ф = 0. (8)
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Имеет место тождество:

Л2 = + (т + s + 1) Лх + (s - 1 )2 + (/« + s + 2) ф’]. (9}

Таким образом, для существования совместного решения у (7) и 
(8) необходимо одно из двух: либо s=l, либо соблюдение уравне­
ния

Иф"' + (т + s + 2) ф" = 0. (10}
Совместное решение уравнений (7) и (10) мы искать не будем, нас 

будут интересовать решения, получаемые при s = 1, когда для любых 
т функция (4) будет решением, если справедливо (7). Уравнение (7} 
при s = 1 в свою очередь упрощается. Полагая ф = dmild\m, можем 
придать ему вид:

Лі = ф + (т 4* 2) ф" Т £ф' 4- (т 4- 1) ф =

- 'J^+з + И + 2) ^+2 + +x +W- UO

Уравнение
W' + z' + fy (12)

есть уравнение Бесселя. Таким образом, интересующие нас решения 
можно получить для разных т как функцию Бесселя Jo (?) при т=0, 
ее производные при т>0 или первообразные для нее при т<^0.

Выкладками, аналогичными прежним, можно убедиться в том, что 
решение вида (6) будет существовать, если функция ф будет удовле­
творять системе уравнений

Лі 4-2вф" = 0, (13)
(s—1) (s — 3) [$ф" 4-(zn 4-« 4-2)ф"] = 0. (14)

Сохраняя лишь те решения, в которых s = 1 или з = 3, приходим 
к уравнениям для ф:

?ф"' 4- (т 4- 4)ф" 4- Ц/ 4- (т 4- 1)ф = 0 для s=l, (15)
$ф" 4-(m 4-2) ф" 4-$ф'4-(m 4-3) ф = 0 для s = 3. (16)

Оба эти уравнения могут быть решены в бесселевых функциях, 
производных и интегралах от них. Полагая ф = d^xld^ в (15), полу­
чим: ' ' J

+ + + W - 0.

(17)
Так же точно в (16) положим

ф = d"*2* 
d^- ’

после чего уравнение (16) запишется:

х' + ад = 0. (18)

Уравнение (17) подстановкой х = -^-ш> а уравнение (18) —подста­
новкой х = 5® преобразуются к виду

^[“" + То/^ = ^4-1, т-ьз, (19) 
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решением которого служат функции Бесселя 1-го порядка.
Нас будут интересовать частные решения (16).
Для решения задачи Коши для системы (1) построим функции:

Фі = фН_ф12, ф„ = ф21 ф22, фпі и Q

по формулам

Л (£); Ф» = Л 0L) _ (!) Я;
О

(20)
о

/ ч / X Р^/Г

о
Полезно заметить, что функции эти удовлетворяют уравнениям:

ІФі = £Фп = £ФШ = LQ = 0, (21)

= (ф х й)- grad0 Q = 0; div0 Ф = 0, (22)
—>

где через Ф обозначено

Ф = іФ; + іФц + кФш. (23)
При помощи функции Фь Фп и Фш и формулы (17) заметки (х) 

можно построить три частных решения однородной системы (1), кото­
рые мы обозначим через wj, Wn и wm.

Формула Грина для системы (1) может быть написана в виде

5 {$ Kw*N +^v’N ^w> ~ 

0 (1

q div v — p div w] dQ. }^o =

= + ds 
0 s

o'’ (24)

где w и v — два произвольных вектора, a q и р — две произвольные 
скалярные функции.

Условимся еще в одном обозначении. Пусть точка х0, у0, z0 выре­
зана из области Q малым цилиндром |z0 — z|-CA. Оставшаяся 
область пусть будет £2*.

Обозначим:
Г.з.ц. $/(*» У, z)dQ = У’

h я»
(25)

Г.з.д. $ /(%, У, z) dQ = lim$/(*. У’ z)d£i-

Применяя к v, p и Wi, ^і; Win ^п; Wm, фп формулу Грина и поль­
зуясь тем, что

с Ц(^) 
J (26)
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после проведения соответствующих выкладок получим:

(х0,у0, z0, t0) = (х0,у0, z0, 0) - Г.з.ц. $ (v, Wi)|^odQ +

+ {f* — Г.з.ц. t(Wb F) — } dt>

t <27>
^У (xo> У& zv ^о) — ~2~^у (x0, Уо> го’ 0) — Г.З.Ц. 2^^ (v, Wn)|z=0 dQ +

+ 5 V ~ Г.з.ц. [(Wn, F) - ^пф] dD. } dt,

Vz (x0, y0, z0, ^0) = - Г.з.д. ~ Щ (v, wm) |/=o dQ- 

t.
— ^5 {Г-3-д- $5$ [(w”i>F) —d^dt.

Задача Коши для уравнения (2) решается таким же методом, если 
воспользоваться формулой Грина:

$ {§5 (л, - uLw) da} а = [$ (« - & %) +
ОО о

। С )ССГ„ $ д2ш ди . ( дш ди\ т ,О1 л. 
0S \ . / J /

Взяв вместо и неизвестную функцию, а вместо да — решение урав­
нения Lw ?= 0:

(29)

получим, проведя соответствующие выкладки:
, ftjr

о

~<И1Ш[т 5 4(0«]/^}*- (30)
о о

Формулы (29) и (30) имеют любопытный качественный характер.
Фундаментальные решения ЛФ, как например w = ~ Jo при

возрастании т образуют систему волн на поверхности каждой 
сферы г — const. Эти волны, зарождаясь на экваторе, двигаются по 
направлению к полюсам, накапливаясь во все большем и большем 
количестве на поверхности сферы. Волны большого масштаба порож­
дают таким образом волны мелкого масштаба.
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