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1. Интегрируемая в любом конечном интервале функция f (t) действи­
тельного переменного t, обращающаяся в нуль для £<0и удовлетво­
ряющая условию \f(t) определяет С), по Лапласу, изображе­
ние E(s):

ОО

F(s) = J (1)
о

f(s) будет аналитической функцией от s = x4-Zy, регулярной в пра­
вой полуплоскости Res>s0.

Обратный переход от заданного изображения F (s) к искомому 
оригиналу f(t) осуществляется в общем случае с помощью интеграла:

o-f-ioo

5 eStF^ds (°>so)- (2)
О—ico

Непосредственное нахождение числовых значений f(t) посред­
ством (2) не всегда возможно вследствие возникающих трудностей 
чисто вычислительного порядка.

Коизуми (\2) предложил способ вычисления значений функции /(/) 
посредством тригонометрического ряда:

ОО

^л+isinvf (3)
п=0

2п +1 , . - -где v = —27—~ коэффициенты приближенно определяются алгебраи­
чески по изображению

&2л+1 — Im F (X — К) + (4)
‘0 *0

I I e~at’ С | Im FR — а + i [а — v]) | , ,,Ы<-ъг J --------а>°)-
—со

Неравенство (5) приводит к сложному выражению для оценки 
общей погрешности приближения (3).

Ниже дано выражение (12) для суммы некоторого функциональ­
ного ряда, построенного по функции f(t). Эта сумма представляет 
собою в комплексной форме тригонометрический ряд, коэффициенты 
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которого определяются алгебраически по дискретным значениям лапла­
сова изображения F(s) для функции f(t).

Функциональный ряд (12) содержит члены е Л f(t-\—£-). 
Поскольку f(tXMeStt и а — произвольное положительное число, то 
всегда возможно добиться того, что сумма членов функционального 
ряда будет как угодно мало отличаться от главного члена ряда, т. е. 
от f(t).

На этой особенности функционального ряда и основан предлагае­
мый способ приближенного вычисления значений функции f(t), для 
которой известно изображение по Лапласу F(s).

Справедливость разложения (12) и его основные свойства сформу­
лированы леммой и теоремами 1 и 2.

2. Лемма. Если функция ф(^), интегрируемая в интервале (0, оо) 
и обращающаяся в нуль для t < 0, порождает равномерно сходя­
щийся в отношении t (|/|<2«/Х) функциональный ряд

(6)

причем сумма u(t) этого ряда в интервале 0<£<it/X удовлетво­
ряет условию Дирихле (или более общим условиям разложимости 
функции в ряд Фурье), тогда для 0<tО/X справедливо равенство 
пределов:

, _ 2л и (t + 0) + и (t — 0)
J “ X 2

с° X (т — Л
Г sin (2N + 1) —-

lim 1  л------------  
^coJ sinKT.-/).

о 51П 2
9 (т) di (7)

(X — произвольное положительное число).
Доказательство. В силу интегрируемости <p(t) в интервале 

(0, <х>) получим
р sin (2^ +1) —^-2—~

Jn = --------- --------------9 (t) dx =
о sin----- —

я/2 • CO n/4
_ 2 f sin (2N+1) t _ 2x^_ , 2 v C sin(2W+l)x Л , 2лЛ , 2x\ ,“X } "Zin г 2У + —ГТ+.Х Л i sinx 9^+—

-M/2 Л = 1 -n/2 “

(8)

В правой части (8), очевидно, имеем на основании условий леммы 
равномерно сходящийся в отношении т ряд; используя (6), найдем:

я/2
2 С sin (2^4•l) т Л ,
X } —-sin^— +

Х//2

тг/2

X?/ X j sin х
(t+~}dx-, (9)

при 0<£О/Х, — Х^/2>т>іг/2 имеем <p (^ + 2x/X) ^0. Переходя в 
равенстве (9) к пределу, когда ^->oo, получим (7):

= lim Jn =
^->oo

2л « (/ + 0) + и (Z — 0)
X 2
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Если в точках х = ^ + функция <р(х) непрерывна, то (7) дает:

со Х(т—I)
9 ( 00 / 9тгД. ) р sin (2V 4-1)—"о-----Ш + S* '+“Л’йД--------- (10)

I h=i J sin-------- 2--------

Теорема 1. Пусть аналитическая функция F(s) (s — х + iy), 
регулярная при Res>s0> представляет изображение функции fit) (1); 
тогда ряд

v(t) = e~°‘\fit) + ^е * f(t+ ^) , (11)
Ь—1 ' ' I

образующийся из (6) подстановкой ? it) = e~atf if), при a>s0 равно­
мерно сходится в отношении t. Если сумма v (t) для 
удовлетворяет условиям Дирихле (или более общим), то при 
(КД-ДДс справедливо разложение:

оо _ 2тсай

2 e^F^ + i)E)=f(t) + ^е *
k=-a> ■ h=l V 7

(12)

В правой части (12) для точек разрывности вместо /^необхо­
димо брать ^[/(^ + О)+/(х~ 0)]-

Доказательство. По условию, модуль оригинала удовлетворяет 
неравенству \f(t) |<Mes^ (s0>0), поэтому, мажорируя ряд (И), имеем:

| v if) |< Ме~ i°~s^ * 1
2тс . .

- (а-*.)
14-е *

Таким образом, ряд (11) относительно t сходится равномерно. Пола­
гаем s = а + НЕ и, на основании (1), составляем сумму:

" ■ ? JN\ (t-t) _ -і (Л4-1) X (т-fl

eat 2 (a + \----------7----~ix (r-t)-------- e~aTf (t) dt —

p sin (2N 4-1) —( 'o

= ----------X(T_Z) e^ff) d^. (13)
J sin ----- о-----

Поскольку e~axf (f) удовлетворяет условиям леммы, можно в ра­
венстве (13) перейти к пределу при N-^-oo, вместо функции u(t) 
нужно взять v (t). После очевидных упрощений придем к равенству (12).

Теорема 2. Если f(t) и F (s) удовлетворяют условиям теоремы 1, 
то при справедливо разложение:

°° °° / ь\

2 e^F(^i^k)=f(t)+ 2 (-l)fee х ff+д- • (14)
n=-oo Й=1, 2, 3 4 J

В правой части (14) для точек разрывности вместо f (х) необхо­
димо брать х/2 [/(% + 0) +/ (х — 0)].
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Доказательство. Определим функцию ф(/) так:

— oo<Zf<0 ф(0 = 0;

0<*<г (15)

£<г<оо

Нетрудно проверкой убедиться в том, что изображением функции 
Ф(£) будет

^(s) = F(s)[l (16)

Функции ф(£) и W (t) удовлетворяют условиям теоремы 1, поэтому 
имеем:

О для четных значений k,
2Л(а + Д^) для нечетных значений k.

Правую часть (12) при подстановке '5(7) можно привести к выра­
жению:

Ф(0+ 2 + 2 (-1)й^-"оА/У^ + ^.
й=1, 2, 3 ' 1 Л=1, 2, 3 \ Л У

(18)
На основании (17) и (18), таким образом, доказано разложение (14).

Поступило
17 V 1951 '

Ф (а + ilk) =
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