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1°. В исследованиях, связанных с обобщением известного нера­
венства С. Н. Бернштейна для целых функций, основным является 
явно или неявно сформулированное понятие подчиненности (мажорант- 
ности) между функциями. Выбор того или иного определения подчи­
ненности (мажорантности) влечет большую или меньшую обширность 
класса функций, на которые распространяются доказываемые нера­
венства, и ту или иную степень сложности доказательств. В настоя­
щей заметке мы пользуемся тем же понятием подчиненности, что и 
в работе (х), но переносим его на аналитические функции с изолиро­
ванными особенностями.

2°. Определение 1. Классом Е называется совокупность одно­
значных аналитических во всей плоскости функций с изолированными 
особыми точками, удовлетворяющих неравенству

\F(z)/F(z)\<l при Imz<0. (1)

Произведение двух функций класса Е входит в Е. Функция, пре­
дельная для последовательности из Е и имеющая только изолирован­
ные особенности, либо принадлежит Е, либо с точностью до постоян­
ного множителя —вещественная функция, т. е. принимает вещественные 
значения на вещественной оси.

В записи f(z) = g(z) + ih(z) понимается, что компоненты g(z) и 
h(z) суть вещественные аналитические функции. Под /(г) понимается 
g\z) — ih(z). Очевидно, f (z) = f(z). Пусть F(z) = u(z) + io (z) € E. Из 
неравенства (1) следует монотонное возрастание argF^x) вдоль интер­
валов вещественной оси, не содержащих особых точек функции F(z), 
и строгое неравенство v'u — u'v > 0 в точках, где | F (х) |2 = п2 (х) + 
+ ф2 (х) =# 0. Поэтому:

Вещественные нули производной функции класса Е суть крат­
ные нули функции.

Определение 2. Однозначная аналитическая во всей плоскости 
функция f (z) с изолированными особенностями называется подчинен­
ной функции F(z) такой же аналитической природы относительно 
нижней полуплоскости, если выполняются неравенства

\f(z)/F(z)\<l, при Imz<0. (2)

В классе Е естественно выделить подкласс М и О всех входящих 
в него мероморфных и целых функций. Особенно существенное зна­
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чение имеет подкласс НВ (НВ) целых функций, не имеющих нулей 
в замкнутой (открытой) нижней полуплоскости. В классе НВ (соот­
ветственно НВ) выделяются подклассы: НВ1т — функций роста не 
выше первого порядка максимального типа; НВ\ — функций роста не 
выше первого порядка среднего типа; НВ\а — роста не выше первого 
порядка типа а.

Особенно важен подкласс НВ\' функций вида e^^^^z), где т^О, 
а род ш (д) не больше единицы, так как НВ\*  является замыканием 
совокупности полиномов с нулями в верхней полуплоскости (см., на­
пример, (2), гл. Ill, § И и теорему IV. 11), поэтому HBV инвариантен 
относительно дифференцирования ((2), гл. III, § И)*.

* Неравенство С. H. Бернштейна было в различных направлениях обобщено 
Б. Я. Левиным (3,4) на класс НВ1 — в терминологии Левина класс Р. Определение 
Б. Я. Левина класса Р отличается от нашего; в частности, непосредственно из него 
не следует, что Р — полугруппа и замкнуто. Это определение не обобщается на про­
извольные целые функции, не говоря уже о функциях более сложной природы, как, 
например, класс Е. Наконец, это определение не переносится на функции от несколь­
ких переменных, что автоматически имеет место для нашего определения. В послед­
них работах (5) Б. Я. Левин пользуется нашим определением класса НВ и нашим 
определением понятия подчиненности (мажорантности).

** Недавно появилась работа Е. Вигнера (10) по /?-функциям. Все теоремы этой 
работы, не относящиеся к некоторым специальным классам /?-функций, вероятно, 
наиболее интересным для приложений в квантовой механике, содержатся в работах 
Громмера, Чеботарева и автора настоящей заметки. Таковы все теоремы раздела II и 
частично IV. Основная теорема II 8 (Вигнер приписывает ее Шифферу и Бергману) — 
это давно известная теорема Громмера — Чеботарева (теорема V. 1 в (а)), лемма II 8Х, 
приписываемая Шифферу, содержится в нашей работе (п) (лемма 1, гл. V в (2)), тео­
рема 11 12, приписываемая Нейману, содержится в несколько отличной форме в на­
шей работе (п) и т. д.

Очевидно, Ezd G НВ^НВХ*  HBX^Zj НВ\.
Можно показать, что мероморфная функция Ф(з) класса /И, все 

нули которой лежат в верхней, а полюса — в нижней полуплоскости, 
может быть представлена в виде дроби Ф (z) = F^z) / Fz (z), где Ft и 
F, из НВ.

Принадлежность целой функции F (z) = и (z) + iv (z) классу НВ 
в предположении отсутствия общих нулей у компонент u(z) и v (z) экви­
валентна принадлежности мероморфной функции v^fu^z) классу R, 
элементы которого характеризуются неравенством Im R (z) / Im (z) > 0. 
Громмер (6) решил проблему коэффициентов для класса R. Исследо­
вания Громмера были дополнены И. Г. Чеботаревым (7) и М. Г. Крей­
ном (8) и упрощены нами (9,2). Крейну принадлежит также видоизме­
нение канонического представления функций класса НВ.

Теоретико-функциональные свойства класса НВ и более общего 
класса В (\F(z) /F(z)\ ограничено при z-^oo, Imz^O) изучены в на­
ших работах (12,2) **.  В частности, было доказано, что класс В (и НВ) 
вполне характеризуется тем, что число корней функции F(z) = u(z) + 
+ iv (z) класса В, лежащих в нижней полуплоскости, определяется 
через числа комплексных корней компонент и (z) и v (z) и взаимным 
расположением их вещественных корней точно так же, как и для 
полиномов.

3°. Теорема 1. Пусть F(z)Q Е и функция f (z) подчинена функ­
ции F(z); тогда при |t1< 1 функция Ft (z) = F(z) — tf(z) € E.

Доказательство. Числитель отношения

Ft№
Ft (z)

W \ Ft(z) / F (z)—if (z) / F (z) \ 
Ft(z) \l — tf(z) I F(z)\ 
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ограничен при Imz<0, а знаменатель больше 1 —|£|>0. Согласно 
теореме Линделефа, это отношение 1. Знак равенства исключается, 
так как при t = 0 Ft (z) € Е *.

* Доказательство теоремы 1 совпадает с доказательством теоремы 8 заметки f1). 
Теорема 1 и доказанная ниже теорема 3 по существу являются непосредственными 
следствиями выбранного нами определения подчинения. Аналогичные теоремы для 
класса НВ1 (Р) имеются у Б. Я- Левина (3,4). См. также § 12, гл. 6 в (2).

Теорема 2. Пусть функция f (z) подчинена функции F(z) клас­
са Е; тогда вдоль вещественной оси | f (х) | | F' (х) | и выполня­
ются неравенства

\FF'\sm^ + \ff'\sin^\Ff—fF'\, (3)

(k cos a cos ■[ — cos P)2 (1 — £2) sin2 a, (4)

где k = \f (x) IF’ (x)|, cos a = \f(x)/F (x) |, p = arg F' (x) — arg/^x), 
4 = argf(x)-argf(x).

Доказательство. При 0<р<1 функция F(z) — pel9f(z) € E, 
и ее аргумент возрастает вдоль вещественной оси. Применяя тео­
рему 2 из О и заставляя р—> 1, получим (3) и (4).

Примечание 1. В точках, в которых f (х)//(х) вещественно, 
в зависимости от положительности или отрицательности этой величины

\f W I < cos (Р — a) IF' (х) I или \f (х) | < — cos (Р + а) | F' (х) |. (5)

Примечание 2. Равенство \ф' | = |Д' | имеет место только в та­
ких точках £, в которых функция Д (z) — (z), где ф =
= arg [F^)f (?) —/(£) F' ($)], либо имеет кратный корень, либо сводится 
с точностью до постоянного множителя к вещественной функции.

Так как функции /(z) и /(z) равноправны, то нужно присоеди­
нить еще точки, в которых указанные соотношения получаются при 
замене f (z) на f (z).

Если F (z) — и (z) + in (z), f (z) = g (z) + th (z), то из (3) следует

v' и — u'v > I h'g — g'h I.

Примечание 3. Если мажоранта F(z) € HBV, то условия тео­
ремы при дифференцировании, очевидно, воспроизводятся, и получа­
ются неравенства для производных всех порядков.

Примечание 4. Для целых функций экспоненциального типа 
условия мажорантности Б. Я. Левина (3,4) состоят в том, что Д(г)€ЯД1, 
i/(x)|<|F(x)|, z = х + iy, и тип функции f (z) не больше типа функ­
ции F(z). В заметке (т) показано, что из одной теоремы М. Карт­
райт ((13), теорема III) для функций экспоненциального типа следует 
равносильность этого определения с нашим определением подчинен­
ности.

Теорема 3. Пусть при всех |£|<1 функция Ft = F —tf Е-, 
тогда при Imz^O \f (z) | | F(z) |. Если знак равенства имеет ме­
сто в точке Imz<0, то f (z) = e^F (z).

Доказательство. Пусть в точке z0 Imzo<0, |/(z0) |> | F (z^ j. 
Неравенство выполняется в некотором кружке | zt — z0 К е, лежащем 
в нижней полуплоскости. Положим t = F (z^ //(z^), тогда Д(г1)=0. 
Так как Ft(z) € Е, то одновременно Ft^) =0. Из этих равенств сле­
дует, что F^) /f (zj = F (zj //(zj. Так как это равенство выполняется 
во всей окрестности точки z0, то F(z)/f(z) = c, где с — константа. 
Из |/(z0) | > IF(z0) I следует |с|<1 и Fc(z) = 0 и не принадлежит Е.

Непосредственно из теоремы 3 следует теорема 4.

187



Теорема 4. Пусть А — вещественный (Af=Af) линейный опера­
тор, определенный на Е, и АЕ с Е. Пусть функция f (z) подчинена 
функции E(z) класса Е. Тогда при любом целом п функция Anf оп­
ределена и подчинена функции АпЕ. Класс Е можно заменить 
любым отмеченным подклассом.
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