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МАТЕМАТИКА

И. Ю. ХАРРИК

К ПРОБЛЕМЕ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ, СВЯЗАННОЙ 
С ИССЛЕДОВАНИЕМ СХОДИМОСТИ ВАРИАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 28 VIII1951)

В настоящей работе приводятся некоторые результаты, отно­
сящиеся к проблеме аппроксимации функций выражениями вида 

(х, у) Р (х, у) (Р — полином), более точно сформулированной в нашей 
работе Р), и указываются их применения к исследованию сходимости 
метода Ритца. В дальнейшем мы используем определения и обозначе­
ния, введенные в упомянутой работе.

Теорема 1. О — ограниченная замкнутая область двумерного 
пространства, Г — ее граница и ср (х, у) — функция, определенная 
в открытой области, содержащей D, удовлетворяющая условиям:

1) ? (х> У) = 0, если, У) € Г; ср (х, у/) 0, если (х, у/) С Г;
2) ?(х,у/) непрерывно дифференцируема k раз (&>■!) и функции 

дк<? I дх^ду11-'' при удовлетворяют условию Липшица-,
3) grad cs (х, у) =р 0, если (х;у) б Г.
Пусть и (х; у) — функция, непрерывно дифференцируемая в D k 

раз и обращающаяся в нуль на Г.
Тогда можно указать последовательность полиномов Рп (х, у) 

(степени -^п относительно каждого из переменных х и у) та­
кую, что

||« — ?Лі||с= о

/ \ / и 1 \
где оф*5 и; —- = шах ыс I------ рзг ; — (“<?(«, 3) — модуль непрерыв- \ п J o<v<* у дх^ду v п ]
ности функции и).

Кроме того, при имеет место оценка

если О О О <k.
Наметим доказательство теоремы.
Не ограничивая общности, можно считать, что область D заклю­

чена в квадрате (—1 4- 28; 1—28; —1+28; 1 — 28), где 
Распространим функции и(х,у) и ср(х, у/) на квадрат [—1; 1; —1; 1] 
таким образом, чтобы полученные после распространения функции 
и* (х, у) и ср* (х, у/) были k раз непрерывно дифференцируемы, чтобы 
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ыИ(и*;е) и (®*;е) имели при е-»0 порядок малости, соответствен­
но, ый («; е) и е и чтобы, кроме того, функция и* (х, у) вне квадрата 
(—1+8; 1—8; —1+8; 1—8) была равна нулю, а функция ®* (х, у) 
не обращалась в нуль вне Г.

Определим функцию v(x,y) в квадрате [— 1; 1; — 1; 1] следующим 
образом:

если
V (х, у) = < I

I (ж; у) если { ) £ г
фр

I дП |(ж; у)

где |(1 и при (х;у) € Г обозначают производные по нормали 
к Г в точке (х;у).

Введем в рассмотрение 2те-периодическую четную функцию v (£,т]) = 
= ^(cos^, COST]).

Для каждого целого положительного числа п определим индуктив­
но последовательность функций Fl (v, >)) (А = 1, 2,...) следующим
образом:

F\ (v\ £, т)) = v (£, к;) — Тп (5; т;)

(Гл —полином Джексона для v).
Предполагая функции F„ (v; т;) определенными при v-^r — 1, по­

ложим

Fl(v^, т;) = Fl (Fl-1 (5; ^,7])).

Очевидно, что при любом г функция Fl (v; т;) — v (%, т;) является 
тригонометрическим полиномом степени. <+, содержащим лишь коси­
нусы и, следовательно, может быть представлена в форме:

Fr„ (v; 7]) — v (& т]) = 2 аи Г (cos ?)' (cos ^)7-
»./=o

Полагая
n 

рп^у)=- 2 
if i=Q

мы получаем последовательность полиномов степени относитель- 
но х и у. Можно доказать, что полиномы Рп(х,у) удовлетворяют 
условиям теоремы.

Несколько изменяя построение полиномов Рп (х, у), можно доказать 
следующую теорему.

Теорема 2. Пусть D, Г, у(х,у) и и(х,у) удовлетворяют усло­
виям теоремы 1 и, кроме того, grad и (х, у) =0 при (х;у)€Г.

Тогда, если можно указать последовательность полино­
мов Rn (х, у) (степени •< п относительно каждого из переменных х 
и у) такую, что

U-^Rn\\c = O
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Если k^3, то имеет место оценка

для любых v и г таких, что — 1.
Приведенные выше теоремы непосредственно распространяются 

на случай любого числа переменных.
Полученные результаты могут быть использованы для исследова­

ния сходимости метода Ритца в случае самосопряженного уравнения 
эллиптического типа

2 + ’ xr)u=f(xL,.. Хг)-, и|г = 4, (*)

когда решение разыскивается в форме

ип (хь ..., xr) = <? (хь хг) 2 ..... ( * * )
й..... ;г=1

Ограничимся рассмотрением уравнения ( *) при г >2 (случай г=2 
рассмотрен нами в работе (^).

Из теоремы В. П. Ильина (2) следует равномерная сходимость 
последовательности функций ип (х,..., хг) вида ( « * ) к решению 

г—2
и (хь ..., хг) уравнения ( * ), если только А (ип) пг~2 (In л) 2 -» О при 
п~> оо, где

При этом

Воспользуемся теоремой 1. Полагая и,, — <$Рп, без труда устано­
вим, что

А (ип) ^С! ----

Тем более эта оценка будет верна для А (ип), где ип — приближен- 
ное решение, полученное методом Ритца. Из этого следует, что если 
и (%!,..., хг) решение уравнения ( * ), непрерывно дифференцируе­

мое в области D (г — 1) раз и (ln n)~^Q при п->оо,
то имеет место равномерная сходимость метода Ритца и

159



В том случае, когда и (%!,..., 
k раз (А г) -М непрерывно дифференцируемо в D

Теорема 2 может быть использована при установлении результатов 
аналогичного характера в случае бигармонической задачи:

Д2« = /(хъ ..., хг); и |г == 0; |г = 0.
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