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МАТЕМАТИКА

А. А. АБРАМОВ

О ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ИНВАРИАНТАХ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ, 
ПОЛУЧАЕМЫХ ИНТЕГРИРОВАНИЕМ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 17 VIII 1951).

Л. С. Понтрягин нашел ряд тензорных полей, строящихся в рима­
новых пространствах внутренним образом, и показал, что интегралы 
от этих полей по циклам дают (при некоторых ограничениях) тополо­
гические инварианты (\ 2).

Настоящая заметка показывает, что нельзя выписать существенно 
новых таких полей.

1°. Рассмотрим в n-мерных римановых пространствах Rn класса 
дифференцируемости 1 -j-s^-З такие тензорные поля 2Х1...х^ что

1) — F^^Mp I gn, •
Vg^ д*ё пп \ 

дх^...дх'г' ’ (dxn)s)

* «Топологический» имеет, очевидно, условный смысл, речь идет о достаточно 
гладких изменениях метрики.

где FH м — аналитические функции своих аргументов (определяющих 
чисел метрического тензора и их производных по координатам до 
порядка s) для их действительных значений при положительно опре­
деленной форме

2) ^[x1...x^] = ^...Х^-
Будем говорить, что ^...x^ дает топологический * инвариант, если 

\ ^ ...^dx* 1... dx* p (Ср — цикл в Rn) не меняется при введении 
ср
в Rn другого метрического тензора.

2Х х„ и 2х х назовем эквивалентными, если всегда
ХГ .Р Г'Р

5 ^..Mpdx^... dx*p  = J ^..Mpdx^ ... dx^p. 
Cp Cp

Л. С. Понтрягин построил поля:

п __  D®i D®2 £>“24
Ч-х44 ка2) [xjX2 |“зк хзх4 ' ‘ ‘ 1’1|> х4й-1х4а] ’ (1)
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где Rl, y8 — тензор кривизны, и

Фх;..л, = 2₽п[К1....-г1...Кр] (2)

(с — константы).
Целью заметки является доказательство теоремы:
Теорема. Полями (2) и нулевыми полями исчерпываются все с 

точностью до э квивалентных поля, дающие топологические инва­
рианты.

2°. Доказательство опирается на применение следующих фактов:
1. Если определяющие числа тензорного поля Ч1 в Rn суть

функции определяющих чисел geP, их производных по координатам 
до порядка s и определяющих чисел тензоров а, Ь,..., то они суть 
функции определяющих чисел ga3, нормальных расширений gaPi 
до порядка s и а, Ь,.... Именно, = Ч^..^ ^..., g^, ... , ,...

' ’ ’ ’а* '' ’ ’ bv' ”) ’ *’0’ ‘' ‘’£«3. )

дх 1... дх 4 / 1

((3), стр. 106).
2. Для того чтобы тензоры в точке ga^ Y Yf, могли быть

расширениями метрического тензора, необходимо и достаточно, чтобы
^(аЗ), (Yj—Yr) ^З. Y,—Yr’ (3. Yj -Yr) 0

В частности, отсюда

Y 0’ ^«3. y8 Sy8, аР'

3. Пусть инвариант J = J (g^, g^^-^g^.s^sp^..~ 
полином относительно g_3 ¥У.---.Дхв Y Y- Тогда J—ли-*i‘2 1“' 11 q Ч
нейная комбинация мономов, которые получаются из произведений
тензоров g**, g^. ., £z полными свертываниями. 

ч Q t
• > guv, s^.s; J*/’’

3°. Рассмотрим в Rn семейство метрических тензоров ga^ = tga& 
0 <£ —параметр, постоянный на Rn- Соответствующие величины будем 
помечать значком 1 наверху. Оказывается, что независимость / = 
= ) ...х dx*1... dxp от t накладывает жесткие условия на строе-

ср
ние 2И1...хр.

Простой проверкой доказывается лемма 1.
Лемма 1.

t
g‘■аЗ = -у- £аЗ, Y.-Yr ^«3> Y,

Разложением F(w, z,...) = 2Х1...хр (gav y6> zg^ yS; ...) p ... 
в ряд no w, z,... и рассмотрением коэффициентов при wkzl... дока­
зывается лемма 2.

Л е м м а 2. 2К1...х„ = 2 ^х^ х^, где 2х1...хр — однородные полиномы 
1 п=1 т т 1
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относительно u Ряд сходится при ограничен­
ных g®9 и достаточно малых \ ga0> Yi...Y2 | > • • • > | g^, Y rs I равномерно.

t \m
Так как каждый член однороден, то м = t ^х..мр. т т
Лемма 3 2х = S ~полином относительно g^, 

(*)1 р in^k ™
^«Р. YjY2’ ■ • •

Доказательство. Покажем, что сумма конечна. Пусть в нее 
входит моном, в котором содержатся множителями: g®9 h, g^ yS h2, 
g g _ ... Так как после свертывания остается р нижних инде­
ксов, то

4А2 + 5А3 + ... = 2А + р. (3)

Так как 2х,...х_ = t^.-Mp, то
(^) 1 р W 1 р

h2 h3 = h. ft.

Вычтем из (3) удвоенное (4):

2А3 + ЗА3 + ... = р — 2А.

(4>

(5)

Следовательно, в моном входит ограниченное число множителей 
■с ограниченным числом индексов в каждом. Поэтому существует лишь 
конечное число таких мономов.

Лемма 4. Если м дает топологический инвариант, то поле 
Q, у эквивалентно 2Х ...х„.i р (0) 1 р

Доказательство. Разобьем Ср на такие куски Qn, что
в некоторой окрестности UQl каждого можно ввести единую систему 
координат (х1, х2,...,хп).

Введем новые координаты Xх' = р8х'хх и новый метрический тензор
, п пр / „ лХ QsX г 1 л® Г

= Н2^хГ Т0ГДа g^' = g^', /„V = T/Mp' • • • °/ ДаР, Y^-Y, •
I r r *

Возможные значения 'g^' на Cp в выбранных системах координат 
ограничены, поэтому если ...., I 'g , , I,... достаточно малы, то 

а'р', Yr-Yr 1 
ц’ со
о , , = S 2 - , .

хГ"хр т=1 m^V'^p
По лемме 2, при р достаточно большом ряд равномерно сходится 

/и* со [Лг
на Ср. Тогда t^\. Проинтегрируем на Ср это

равенство почленно:

Х1 х« ж—■ dxx... dx р= У 
tp m=l

СО л
= 2 А

с
т ' 2 , ' dx ... dx р= 

Ср mKVMp

k=-m Ср (k^l-^p
• dx l...dx р.

Так как левая часть не зависит от t, то
и’

2 \ Ч ' ' dx?1... dxp = О, 
im+*cp т С "р
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ц* с й
и 2 , < эквивалентно 2 ' » для больших р. Но так как } V —

*гмр тхг-хр ср 1 р
f г

— 2 , ,) dx \. .dx р— аналитическая функция р при р > 0, то при р = 1 
(0)хГ"х/>

\ 2 , / dx'... dxp = 2, < dx . dx р,
ср хГмр Ср(^1-Мр

что и требовалось доказать.
Поэтому при отыскании полей ^х^мр, дающих топологические ин­

варианты, мы, кроме условий 1) и 2) из 1°, можем считать, что
3) \...хр — полином относительно ga₽, ga&t

4) 2Xi„.Xp = 2Xi.„x^.
Лемма 5. Полями типа (2) исчерпываются все тензорные поля, 

удовлетворяющие условиям 2), 3), 4).
Доказательство. По предыдущему, 2Х х получается из про­

изведений тензоров gaPi Y Y , •.., g^ s , A свертыванием с помощью g^ 
с оставлением р нижних индексов xv ,.хр и альтернированием по ним. 
Ввиду симметрии ga^y _Уг внутри каждой группы индексов из каждого 
ga& т Y не более двух индексов можно оставить на последующее 
альтернирование. Следовательно (см. обозначения леммы 3), p-^2(h2 + 
+ й3 + ...); используя (5), получаем р = 2А2, А3 = ... = О, и каждый 
множитель имеет вид g^. , где а и 0 в дальнейшем свертываются,
а х; и х. альтернируются. Используя свойства симметрии g*^ yS и 
равенство ga3>yS = 73 (Ray> ₽s + #0Y, a8), получим доказательство леммы.

Лемма б’. Поля типа (2) дают топологические инварианты.
Доказательство. Достаточно рассмотреть бесконечно малые 

изменения ga^ —
Как известно ((3), стр. 125), ^R^, тХ = 27[ТДл“в, где А“е = оПр. Тогда

ВПХ1„.Х^ — у 2 х^- • - Xp^jXp]

= (Axjei • • . Ян, x^jx^])’

(последнее в силу тождества Бианки) и 8 (Н[Х1...Х9П... П...хр =

= (A* i₽|. • •) + •••

Поэтому поле 8ФХ „Мр (Ф — вида (2)) является производным полем 
и И Фх xpdxv'x... dxXp = J ... dxp = 0.

Cp 1 Cp c n
4°. Сформулированная в 1° теорема следует из лемм 5 и 6.
В (2) показано, что различные поля типа (2) неэквивалентны.
Автор благодарит И. М. Гельфанда, под руководством которого 

написана эта работа.
Поступило
3 VII 1951
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