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Вихрь и объемное расширение являются основными физическими 
величинами, определяющими процесс деформации в упругом теле. Здесь 
мы построим новые интегральные уравнения для изображений по 
Лапласу этих величин.

Пусть Q 4- S — область упругого тела. Вектор перемещения v (^, t) 
удовлетворяет внутри области уравнению

= R + agrad div v — protrot v, a = t p = A)

начальным условиям v(^, O) = vo, ' = v' и одному из граничных 
условий:

а) первая задача v(s, /) = v5 на S;
6) вторая задача 2р + Xn div v + р [n rot v] — h (s) v (S, t) = P„ (s, t).
Соответствие, устанавливаемое преобразованием Лапласа

ОО
u (?> = 5 v ехР (~ 

о

обозначим знаком |j, т. е. u || v; пусть

91| div v, ®||rotv, 

f|)R, F„||P„, us\\vs.

Для изображений задача состоит в том, чтобы определить правильный 
(Q внутри S) или регулярный в смысле В. Д. Купрадзе С1) (Q вне S) 
вектор и(9, г(), удовлетворяющий уравнению Ляме

— vj2u + a grad& — р rot ш + f = 0, &=divu, «>=:rotu (1) 

и соответствующему граничному условию. Пусть г = ] р — q |, р, 9 € Q + S,

-^exp(yL-r) (Q внутри S),
Фс (Р’ 9) = . / ° г \

iexpf-yA-rj (Q вне S), 
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a (p, q) — правильное (Q внутри S) или регулярное (Q вне S) отно­
сительно точек р и q решение уравнения

Ў2ф—^-ф = 0, с = const. (2)

Поверхность S' будем предполагать замкнутой; нормаль n(s) 
направим вне Q. Условимся обозначать объемный интеграл зна­
ком , а интеграл по поверхности знаком .

Лемма. Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 
вектор и удовлетворял уравнению (1), состоит в том, чтобы он 
удовлетворял следующему интегро-дифференциальному уравнению:

u (р) = 4ST $ Фе f dq + І $ ^q®cdq + ~ J [®v7<I>c] dq +

+ 4~ Ф s) - £п& + / [пай ds - 4~ (6 uds, (3) 
4к \ дп L J/ 4тс j дп ’ v '

где Фс = + ес, k = 1 - а/с, I = 1 - ^с.
Доказательство основано на формуле Грина Г) и проводится так 

же, как и в случае, когда т; = 0(2).
Пусть у = 2р, 8 = а — р, Гс (р, q) = Gc-\- ^с, с = а.,$, у, Гс (р, s) = О,

Nr(p,q) = Hr + ^ (4)

и“ = 1ST (5 r“f“ а Ф Т * = u‘ds)’

uY = 8^T (p $ (Р’ 4)f (?) dq + ф Nr (p, s) F„ (s) ds^. (5)

Теорема 1. Изображения объемного расширения и вихря первой 
задачи удовлетворяют следующим интегральным уравнениям:

4та& (р) = 60 (р) - 8 J т (р, q | & (q) dq, (6)

т = (vpv9) G3 - т ?р’ е°= 4кр diW

4тгйю (р) = So (р) - 8 J Т(р, q) | <° (?) d4< (7)

Т = {V, • V J Оа - Р^ q | ’ Ц) = 4та rotpua - 8Vp ф ?а (Пш) ds;

4тга& (р) = 01 — 3 j (g^40) 4тфа> (р) = — 8^ gp& dq, (8)

g« = [VPV?] Ga (p, q), g& = [VPVJ G& (p, q),

ex = 4za div^Ua, = 4іф rot^ u3.

Изображение вектора перемещения вычисляется из уравнения 
(1) или по одной из формул

U = из - 4^Г 5 ^4\dd = u« + 1ЧГ«1 dd- (9)
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Доказательство. Положим в уравнении (3) с = 0 и вычислим 
& = diVpU, выполнив следующее преобразование:

$ ?«(Р’ 0 (?) ^ = у $ ?а (А & (?) d4 - 4-& (р). (Ю)

Затем положим с = а и вычислим o> = rotpu. Тогда получим уравнения 
(6) и (7). Если вычислим соответственно rotp и и divp и, то получим 
систему (8).

Теорема 2. Изображения объемного расширения и вихря второй 
задачи удовлетворяют следующей системе интегральных уравнений-.

4кра& (р) = 02 — к

4крр0) (р) = 22 — к е (р, q
(И)

6 = ^p^q} е = [vpvJ

Е = &р х V?) Gy + (Vp • V9) - Оф - Е ‘ Л q | у1-),

02 (р) = 8кр divpuY, 22 (р) = 8~р rotpuY.

Изображение вектора перемещения определяется из уравнения 
(1) или по формуле

u(p) = uY — (12)

Доказательство. Положим в уравнении (3) с = у и вычислим 
divpu и rotpu, выполнив следующее преобразование:

Vp divp J ^dq = J {(®vp) \qGy + [» rot^yGJ} dq. (13)

Следствие. Изображения объемного расширения и вихря опре­
деляются по формулам:

(14)

1 С — 1 с§ЛР) = 4^y«divvf^, 4^r3r°M<ty> (15) 

причем & и <в в граничных точках удовлетворяют следующим инте­
гральным уравнениям:

а)уравнения первой задачи

4ка& (s0) = й0 + 8 ф т0& (s) ds, т:0

4тср<» (s0) = о>0 4- 8 T0o>(s)ds, То

1 С ^Га (?> s) / \
4^ } дп (s) х s0’ я у=-! dq, (16)

1 С дГй (q, s) / I \J дп (s) Л8* Я I 7^) (17)
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ао = °0 (So) — 3 і ^.dq, «>0 = 2о («о) — О $ Tu.dq\

4тга& (s0) = + 8 ф (gp«) t/s, 4^>(So)= o;i + 3q- g'i»^ (18)

1 С (Я’ s)
(SO’ «) 4Л J ЙЛ (S) ^3 (SO’ ^)

gp («о’ «) = IT J Sn^sV g« («o’ 7) dq,

dl = 01 («о) — Ч (£аШ«) “1 = 21 («о) ~ 8 j

б) уравнения второй задачи

4^Ч*0) = »2+*фм>^+ и ф(е°еш)^, (1д)

(So) = “2 + Х ф & dS + И Ф dS’

" 4- $ т^г • («., ч | уУ е. = Л. J Лк Е | а,.

рО _ 1 Г бГ« „о if агв^~~^}~d^edd' е» = -4^ }-^ed^

= ®2 (s0) — к ^,dq — р, j (ewj dq, <о2 — 22 (so) ~ ^»dq — j Ewtdq.

Действительно, изображения объемного расширения и вихря удо­
влетворяют дифференциальным уравнениям

— т)2& -|- а^2& 4- div f = 0, — Т|2ш + Рў2<о -)- rotf = 0.

Заметим, что для второй внешней задачи можно взять A (s) = 0, если 
реакция основания не учитывается, но для внутренней задачи h ф 0.

Институт математики и механики Поступило
Академии наук Узб.ССР 30 IX 1951
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