
Доклады Академии Наук СССР 
1951. Том LXXXJ, № 4

МАТЕМАТИКА

А.’ ПОСТНИКОВ

О НЕКОТОРЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВАХ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 6 X 1951)

Р. О. Кузьмин (1) в 1927 г. дал элементарное доказательство сле­
дующей теоремы:

Теорема. Пусть f (%) вещественна при 1 и Д/(х) =
= /(х + 1) —/(х) монотонна-, 9<Д/(х)<1 — 6. Тогда

N

Х=1
(1)

Следствия из этой теоремы имеют большое значение в вопросах 
распределения дробных долей функций (2) и в некоторых других 
вопросах теории чисел и доказывались с помощью математического 
анализа (3). Рассуждение Кузьмина по форме геометрическое; если 
его записать аналитически (и слегка упростить), то получится доказа­
тельство, опубликованное Герцогом и Пираниан (4).

В настоящей работе я развиваю метод Кузьмина. Это позволяет 
получить ряд оценок тригонометрических сумм.

Теорема 1. Пусть f (х) на [1,7V] вещественна и |Д/(х) — а|<е. 
Тогда

„ 1 -4- 1)
2 («)

Доказательство. Пусть а не целое,

^.if (1) (.V) _g2nl (f (ж-1)+2)

gW (х) _ g2m (f (х-1)+а)
N

< 2 + 2к 2 І4Л* - о-«К 
х—2

Отсюда
2 +2кг (N — 1). (3)

N
XI 2nif (.v) 2 4- 2ке (N — 1) 

2 | sin тга |

и теорема сразу следует. Если а целое, оценка тривиально справед­
лива.
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Теорема 1 позволяет упростить и сделать логически более прозрач­
ным употребление метода Вейля для неполиномиальных сумм. 
Напишем преобразование Вейля (см., например, (5)):

(4)

Р—1 Pn-2-l Qn+1 + Рп_г
<2(Р-1)2 2 ••• 2 2 eMb-.-bf(xn)

Уі=—Р+1 Уп—t--- Рп—2+1 +1 Л 1 У^
Пусть

Д] • • • ^f(xn + 1) — Д д/(хп) — ay/j • •-у„_1 |<s.

Применим теорему 1:

|S|2”"1<(2P-l)2’’",-« V
\^p+i

Уп—\ Л

ип~2

2
Уп— 1 Рп—2+1

ШІП / л—1 л—,-------------- -
\ 2 (“Л • • • Уп^ )

Упрощая, получим:
I s 12"" < з2”’1 (Р2”'1-1 + Р2”’1 -п %' ... У1 min fp, і + А. (6)

Отсюда нетрудно доказать, например, что при — 1 < 1

т—\

2 +
Х=0

I 9П~1 „+ т2 -~п
т—1 т—1 /

2 2
л=і ^«-1=1 \

1 + 2я-1 1t1
(7)

(ср. с утверждением теоремы (6)).
Теорема 1 может быть обобщена на многомерный случай.
Теорема 2. Пусть у функции f(x1,...,xs,...,xn) конечные раз­

ности удовлетворяют неравенствам

I .,xs,...,Xn) — оДО, z=l,2,...,s (8)

(s может равняться п). Тогда

<Я+1- 1 +пг(Л + 1) (/^+1)

^(а.) ’ • ’ («J • (9)

Доказательство проводится аналогично теореме 1.
Обобщим рассуждения Кузьмина на случай немонотонной
Теорема 3. Пусть 8<А/(Х)<1 — 0 и пусть в последователь­

ности Д/(1),..., Д/^ — 1) есть монотонная подпоследовательность 
длины I. Пусть е = max | &f(x) — &f(y)

N
VI 1 + ^e(N~I— 1)
2j e e

Л—1
(10)
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Доказательство. Пусть в последовательности Д/(1),- ..^f (ЛА—1) 
монотонная подпоследовательность будет Положим:

? W = Д/(«2), n!<x<n2;

nt_i<x;

(П)

9< ср (х)< 1 — 9.

giniffW + viN))

J__g^‘f (X)

£__ е2піф (1)

2 e2nif(x^

Л=1

1
2 sin л<р (1)

g^if W

1_ e‘̂ l9 (x)

g^if(x)

1_ g-KW (X)

I__ g^to (*-l)

g^i (/(X—1)+ф (X—1))

Us> (x—1))

е2піф (*—1)

1 _ (x)

1 2 sin лер (x) 2 sin лер (1) '

z “V ' & •' ' 5 TV ‘ sin лер (x)-Sin лер [X — 1)

j__________ 1 1 J______ ____ І-------
2 sin лер (^) 2 sin лер (1) 2 sin 7t<p (^)

1+ 2 Ictg W ~ ctg (^ - !) I +
N

sin it (Д /(x—-1) — <p (x))-sin тс (Д/(х— 1) — 
Sin 7T<P (x) • sin Trip (x — 1 )

<p(x—1)) I (12)

Так как 0<?(x)<l и ср (x) монотонна, то ctg лер (х) тоже изме­
няется монотонно, и поэтому в сумме S | ctg лер (х) — ctg лер (х — 1) | мы 

Л=2
можем опустить знак абсолютной величины, после чего члены в этой 
сумме начнут друг друга уничтожать:

3 еМ,ы +
, .ЛГД/Сг —1) —ф (х) 11 Д/(Х—.1) —<Р (х —1) | ,12'

2d " Г sin лер (х)'sin лер (X—1)

Когда x—l = nh Д/(х—1) —ср(х—1) = 0. В остальных случаях 
мы пишем: | Д/(х — 1) — ср (х) 11 Д/(х — 1) — с? (х — 1) е2. Замечая, что
sin лер (х) > 29, получим, что

X
XI 1 + лг — /— 1)

0 (13)
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Оценка имеет содержание, если e(^ — I—1) по порядку меньше N, 
т. е. когда последовательность почти монотонная.

Докажем предложение, обобщающее теорему 1. Оно показывает, 
что поведение суммы |Se2,t;/W| зависит от аппроксимации последова­
тельности Д/(1),..., Д/(^ — 1) монотонной последовательностью.

Теорема 4. Пусть у (х) — монотонная функция, заключенная 
в тех же пределах, что и ^f(x), т. е. 6<ф(х)<1 — 6, и такая, 
что | Д/(х) — <p(x)|<e. Тогда

N
у e^nif(x)

Х=1

1 + тге^—1) 
о (14)

Доказательство. Пусть Ф (х) функция такая, что ДФ (х) = 
= ? W, <х> Применим абелево преоб­
разование

N у <С шах

шах 
к;<х

2 g2n/®(x)

2 е2гЛФ(х) 

х=0

7=1 /

(l+MW-W (15)

(х)

К тригонометрической сумме применяем оценку (1)

1 + л (V— 1) е

что и требовалось доказать.
Поступило
16 VIII 1951
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