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МАТЕМАТИКА

В. Г. ВИНОКУРОВ

О КВАЗИ-ДОПОЛНЕНИЯХ В СЕПАРАБЕЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
БАНАХА

(Представлено академиком А. И. Колмогоровым 25 IX 1951)

Пусть Е — сепарабельное пространство Банаха, 0 — его нулевой 
элемент. Подпространством пространс іва Е мы будем называть всякое 
замкнутое линейное многообразие, принадлежащее Е. Пусть Р — под­
пространство пространства Е. Подпространство Q называется квази­
дополнением к Р в Е, если PnQ —0, а [Р 4- Q] = Е, т. е. замыкание 
прямой суммы Р и Q совпадает с Е.

Маккей (') доказал, что всякое подпространство сепарабельного 
пространства Банаха имеет квази-дополнение. В настоящей ра­
боте доказывается, что если Р и Q — подпространства пространства Е, 
удовлетворяющие условию PnQ = 6, то существует квази-дополнение 
к Р, содержащее Q. Теорема Маккея получается как частный случай 
из этого предложения.

Всюду в дальнейшем мы будем считать, что Е сепарабельно.
§ 1. Мы будем называть последовательность {ул} полной в линей­

ном многообразии Y а Е, если 6/ (Z=l,2,...), а линейная оболоч­
ка над есть множество, плотное в У.

Определение. Пусть {xt}, {<р;} — биортогональная система, опре­
деленная на Р, рассматриваемом как самостоятельное пространство 
Банаха (функционалы определены только на Р). Мы будем говорить, 
что {х^, {%} имеет продолжение на Е, или продолжаема на Е, если 
существует биортогональная система {Zi}, {М}, определенная на Е, 
имеющая полную в Е последовательность {z,} и удовлетворяющая 
условиям: Z2t+I = xk+1 и Р2А+1 W — ?*+1 W для всех *££* (& = 0,1,. •.).

Лемма 1. Пусть Е — сепарабельное пространство Банаха, 
Р — его подпространство и {х^, {<р;}— биортогональная система, 
определенная на Р, с полной в Р последовательностью {%,}. Тогда 
система {xj, {<р;} продолжаема на Е.

Доказательство. Пусть {х;}, {?J — биортогональная система 
на Р с полной на Р последовательностью {х:}. Легко видеть, что 
существует последовательность линейно независимых элементов 
{у/г}€Д\Р, удовлетворяющая условиям: 1) никакая линейная комби­
нация элементов из {ул} не принадлежит подпространству Р; 2) зам­
кнутая линейная оболочка над элементами подпоследовательностей 
{х^ и {yt} совпадает с Е.

В самом деле, как это было отмечено М. М. Гринблюмом, всегда 
существует аддитивный и однородный оператор, отображающий Е на 
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Р и оставляющий неподвижными точки подпространства Р. Если 
У— линейное многообразие элементов (вообще говоря, не замкнутое), 
в которых этот оператор обращается в нуль, то в качестве {j/J может 
быть взята всякая полная в У последовательность линейно независи­
мых элементов.

Мы будем строить в Е биортогональную систему {z,}, {Ft} по сле­
дующему правилу. Пусть zx = хг и ^-какой-нибудь линейный 
функционал изъявляющийся продолжением линейного функционала <pv 
Мы будем иметь Ъ (zj = 1. Пусть, далее, z2=yx — Fx (j/J хъ F2—про­
извольный линейный функционал, равный единице в z2 и нулю на Р. 
Ясно, что

Pi (г2) = о. ^2 (г2) = 1. Ъ (21) = о.

Пусть построены Zi,z2,..•,2«; Fb Fz,..., Ещ. Полагаем z2*+T= 
f2A+i = F2*+1 — E (г2;) p2ii Где F2*+1 — произвольное продолже- 

;=і
ние на Е функционала Очевидно, что

F;(z2W) = 0 (» = 1,2,...,2Ъ;

Fik+\ (2244-1) = 1 • Рм+і (рд ~ 0 — Y 2,..., 2k).

Далее полагаем:
244-1 *

- 3-w - 2 F, (Л+1) Fw = F™ - 2 Fw Ы F,„
І = 1 і=1

где Д2*+2 — произвольный линейный функционал, равный единице в 
г2*4-2 и нулю на Р.

Мы будем иметь:

Ъ(г2А+2)=0 (/ = 1,2,...,2^+1);

(22^+2) = 1, Ъ*+2 (2;) = 0 (i = 1, 2,..., 2k + 1).

Продолжая это построение, мы получим биортогональную систему 
{2/}, {Ft}, являющуюся продолжением на Е биортогональной системы 
{х;}, {<рД. Таким образом, лемма доказана.

§ 2. Мы будем называть полную в Е последовательность {хг} строго 
минимальной (2), если существует такая последовательность линейных 
функционалов {Ъ}> что последовательности {х;} и {Ъ} образуют биор­
тогональную систему, удовлетворяющую условиям sup||x/|Koo и 
sup \Fi |< оо. Мы будем называть биортогональную систему {х;}, {F,} 
полной на Е (3), если последовательность {%/} полна в Е, а последо­
вательность {Ъ} тотальна на Е.

Лемма 2. Пусть подпространства Р и Q квази-дополнительны 
друг к другу в Е, т. е. PnQ = 9 a [Р+Р]=Д- Существует такая 
биортогональная система {г,}, {Ft} с полной в Е последовательно­
стью {zj, что:

1) г2й+1 = x*+i € Р (k = 0,1,...), и если <ок+1 — функционалы, инду­
цированные на Р функционалами Ем+ъ ню последовательности 
{х^ } и {?й+і} образуют биортогональную систему, полную на Р.
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2) z2k = yk EQ (k = 1, 2,...), и если — функционалы, индуциро­
ванные на Q функционалами F^, то последовательности {yk} и {ф4} 
образуют биортогональную систему, полную на Q.

Доказательство. Мы будем говорить, что линейный функцио­
нал определенный на Р, является правильным относительно Q, 
если существует линейный функционал, определенный на Е, совпа­
дающий с ср на Р и равный нулю на Q. Легко видеть, что множество 
Г линейных функционалов на Р, правильных относительно Q, тотально 
на Р. Так как Р сепарабельно, то Г слабо сепарабельно (3), и поэтому 
в Г существует счетное множество, тотальное на Р.

Замкнутая линейная оболочка % над этим множеством есть сепа­
рабельное подпространство Р*, тотальное на Р. В % существует стро­
го минимальная последовательность {ср'} (4). Существует такая после­
довательность чисел е1( г2,..., что, каковы бы ни были элементы 
т)1, т]2,... из Э?, удовлетворяющие условиям | ^ | < е., последователь­
ность {ср{ + т];} остается строго минимальной (2). Поэтому можно 
считать, что функционалы ср} правильны относительно Q, иначе их 
можно заменить такими.

Построим теперь полную на Р биортогональную систему {х{}, {срД 
следующим образом. Пусть {х\} — последовательность линейно неза­
висимых элементов, полная в Р. Полагаем хг = х'Г Если ср} (xj =£ О, 
то полагаем срх = ср' Если ср} (xj = 0, то заменяем ср} через ср®, 

<Pi М
где | ?} — срО | < еъ ср® правилен относительно Q и ср® (хх) 0. Полагаем
?х = срО. Имеем: срх (хх) = 1. Пусть определены хьх2,... , xk;

•Pi (хд
?i, %>•••> Ъс Полагаем хк+1 = %}+1 — Д % «+1) Если ср}+1 (xA+1) =£ 0, 

то положим ср., х = ——у   ср},+1. Если срА+1 (хА+1) = 0, то заменяем 

ср}+1 через ср®+1, где I ?,+1l<eA+v ?”+і правилен относительно Q 
и (^+1) ¥= °, и определяем <рж = ср®+1. Полагаем: срА+1 =

= ^+1 — Д ^+1 Ц) срг Имеем: ср. (хж) = 0 (і = 1, 2,..., k); ср*+1 (%.) = 0 

(i = 1,2,..^)-
Продолжая это построение, мы получим биортогональную систему 

{^}, {?}> полную на Р, причем все ср. правильны, т. е. продолжаемы 
с обращением в нуль на Q- Точно так же построим полную на Q 
биортогональную систему * {у;}, {фг}, где все {к продолжаемы на Е 
с обращением в нуль на Р. Положим Zi — x^, z2 — Уі, = ^4 Тг
и т. д. Обозначим через линейный функционал на Е, совпадающий 
с ср, на Р и равный нулю на Q, через F2 — линейный функционал на Е, 
совпадающий с фх на Q и равный нулю на Р, и т. д. Мы получим 
биортогональную систему {2/}, {Д}, удовлетворяющую условиям леммы.

§ 3. Условимся называть нулевой гиперплоскостью линейного функ­
ционала F гиперплоскость в пространстве Е, состоящую из элементов, 
в которых F обращается в нуль. Существенное значение для этой 
работы имеет следующая лемма, принадлежащая М. М. Гринблюму.

Л е м м а 3. Пусть Р — подпространство пространства Е, {Л} — 
некоторая последовательность линейных функционалов на Е, 

__пересечение нулевых гиперплоскостей этих функционалов и
ср. — функционалы, индуцированные на Р функционалами F^
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Тогда, если последовательность {«,} тотальна на Р, то 
PHR = ^

Доказательство. Пусть z(: Pp\R. Так как z^R, то Д(г) = 0 
для всех І, но так как z£ Р, то <р; (z) = 0 для всех I и, в силу тоталь­
ности {«рД, г = 9, что и требовалось доказать.

§ 4. Теперь мы можем доказать основную теорему этой работы.
Теорема. Пусть Е — сепарабельное пространство Банаха, 

Р и Q — подпространства Е, удовлетворяющие условию Р Г) Q = б.
Тогда существует содержащее Q подпространство R, квази- 

дополнительное к Р.
Доказательство. Рассмотрим подпространство [P+Q], Р и Q 

квази-дополнительны в нем и в [Р + Q] существует биортогональная 
система {z/}, {Е}, удовлетворяющая условиям леммы 2. На основании 
леммы 1 эта система продолжаема на Е в систему {и,}, {Ф,}. Пусть 
{Ф,Д — последовательность функционалов из {Ф;}, являющихся про­
должением на Е функционалов у# определенных на Р (А = 1,2,...). 
Обозначим через R пересечение нулевых гиперплоскостей функцио­
налов из {Ф/Д.

Так как R есть замкнутое линейное многообразие, содержащее все 
элементы из {и,}, не принадлежащие Р, то замыкание прямой суммы 
Р и R совпадает с Е. В силу леммы 3, RC\P=^ и, значит, R есть 
квази-дополнение к Р. В то же время R гэ Q. Таким образом, наша 
теорема доказана.

Безвременно скончавшийся Максимилиан Михайлович Гринблюм 
предложил мне задачу о существовании квази-дополнений. Его советы 
и руководство помогли мне решить ее.

Среднеазиатский государственный Поступило
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