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МАТЕМАТИКА
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О ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ИНВАРИАНТАХ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ, 
ПОЛУЧАЕМЫХ ИНТЕГРИРОВАНИЕМ ПСЕВДОТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 18 VII 1951)

1°. Рассмотрим в га-мерных римановых пространствах Rn класса 
дифференцируемости l+s^-З такие псевдотензорные * поля, что:

О __  р ( d d Snn\ р) ъ-*р — ГДе ^—*Р~

аналитические функции своих аргументов (определяющих чисел метри­
ческого тензора и их производных по координатам до порядка s) 
для их действительных значений при положительно определенной 
форме £«3^;

2) ^[хг..Хр] = Sx^.-Xp.

В дальнейшем ориентация p-ячеек Qp в Rn берется внешняя, соот­
ветственно меняется определение цикла. Определим

Q^-.^dx*^ • -dx*p = 5
Qp ®р

(id, п2,. . ., цр — координаты на Qp), где s = + 1, если ориентация 
(a1, . . ., iiP) и внешняя ориентация Qp вместе дают ту же ориентацию, 
что и (х1, х2, ..., хп); s = — 1 в противном случае.

Будем говорить, что QXl...Xp дает топологический инвариант, если 
J • -dx*p (Ср — цикл в Rn) не меняется при введении

Ср / _

в Rn другого метрического тензора. Назовем QXl...Xp и экви­
валентными, если всегда \ Qx,...XndxX1’ • -dx*p= Qx,...Xndx*'’ • -dx*p.J * p • * p

Cp CP
Построим для четных п поля:

фх, • ■ х„= С--------------------------=--------------------------ex, ..Хп, (1)

где Rafi, уз—тензор кривизны, g = det || й’сфЦ, Sx1...X/J=Szi"'xfl=Sgn 
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с — константа. Как известно, эти поля дают топологические инвари­
анты (^.

Целью заметки является доказательство теоремы:
Теорема. Полями (1) и нулевыми полями исчерпываются все 

с точностью до эквивалентных псевдотензорные поля, дающие 
топологические инварианты.

2°. Доказательство опирается на применение следующих фактов:
1. Если определяющие числа тензорного поля Т суть

функции определяющих чисел gap, их производных по координатам 
до порядка s и определяющие чисел тензоров а^, Ьъ . . то они суть 
функции определяющих чисел gap, нормальных расширений gag, yi-"YZ, • • •

/ ^g^
до порядка s и Ьъ .. . Именно, Фх,--^ = дхУ • • • •

.... - f b........) (g^, 0, • • •, g^, • • •)

((2), стр. 106).
2. ДЛЯ ТОГО ЧТОбЫ Тензоры В ТОЧКе gap, могли оыть

расширениями метрического тензора, необходимо и достаточно, чтобы 
g(^,^...rr)= g^-xr> g^-Гг) = 0; В частности, g«P,Y=0 О.

3. Пусть инвариант J = J (ga^, gap, ys »•••> ^«з, yi"-yj>’х,‘• Дх9) поли"

НОМ относительно gap, YS , . • . , gaP, Y»-"Y,. ^х,, • • • ,
Тогда J — линейная комбинация мономов, которые получаются из 

произведений тензоров g“₽, gap, Ys, • - •, gap, y»..y,, • • •, полными
свертываниями. ~

4. Составим для J по формуле с тем же скелетом J в Rn-i- ели 
7=0, то J=//[ai...an][p1...p„] g^-• -g^ где //Y1...y2„- результат частич­
ного свертывания.

5. Достаточно рассматривать бесконечно малые изменения gap—°gap.
3° . Следуя (4), рассмотрим в Rn семейство метрических тензоров 

g«p = tga&, 0 < t - параметр, постоянный на Rn. Соответствующие вели - 
чины будем помечать значком ‘ наверху. f

Очевидно, g“P = у g“P, gap, Yi-"Yr= ^«3, Yi"-Yr» Vg ~ ' VS'

Как и в (*), можно показать, что достаточно рассматривать поля 
такие, что, кроме 1) и 2) из 1°, имеют место.

3) 2Х1...Х— ПОЛИНОМЫ ОТНОСИТеЛЬНО ga3, Y1Y„ ■ • • ' ^«3, Y>'”Ys’

4) 2х1...хр = 2х1...хр-
Sx^-.X" гХ1"‘Х« „

Составим тензор Д^+1”‘х«= _py^g ’ 1огд

Вхр+1 — f-n/2 gxp+l • • ’хп, QZ1... *п Vg SZ1. • • х„,

J 2х....х dxx> ...dx^ = nl J VgB^-^dx^---dx^\

^+1 ...хл получается из произведений тензоров gap, та,
£ар, т8г, . . Лх„+р . .” , полными свертываниями С ПОМОЩЬЮ ga?.
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Составим в Rn+і по формуле с тем же скелетом *B xp+v"Kn (звез­
дочкой будем помечать величины в Рассмотрим в Rn+i псевдо- 
тензорное поле •2Х1...х/,х„+1 = ,BXp+v"Xn'ygeXi...Xn+v

* Здесь и в аналогичном месте следующей леммы непосредственно используется 
2^ + 1 (соответственно 5 + 2)-дифференцируемость Rn. Но условия соот-

= 0, суть чисто алгебраические ограничения на строение
...v > и доказательство может быть перенесено на случай s + 1-дифференцируе- 

мого Rn.

Лемма 1. Если QXv..x дает топологический инвариант, неэкви­
валентный нулю, то *2 X1...x^x„+i не дает топологического инва­
рианта.

t t *
Доказательство. ’2Х1...Х/,хл+і = =

= t,г j ^l.,.XpXn+ldx^- • -dx pdx = t/1 J 2X1...X^хя+1 x
Cp+ 1 Cp+ 1

X dx'-'’ • -dxTp dxTn+\ иесли *2 Х1...Х/,x„+1 дает топологический инвариант, 
то оно эквивалентно нулю. Пусть j 2Х1...Х dx^-• ^хЛрф 0. Рассмо- 

трим Rn+\ — RnXK— метрическое произведение Rn на окружность К 
и Cp+i =СрхК- Если х^1 — координата в К их1,..., хп — в Rn, то 

*Уg = л-н У g,‘‘BXp+1"'Xn обращается в BXp+v"Xn для Rn и

-----   j *2  дxy^^ * • . d х^р dхУрХ1 — (П + 1)! с^! ^■■■крХ„+1ал ах ах - 

= J ’B^P+^-'yydx^-• -dxXp dxXn+^ = \ds\BlXp+v"yg dxXp • ■ ‘dxXn^0, 
с^к к сор

что и доказывает лемму.
Лемма 2. Пусть 2Х1...Х. и 2Х1...Х„ — поля, дающие топологические 

1 2
инварианты.

Тогда для четного п некоторая ненулевая линейная комбинация 
их эквивалентна нулю, а для нечетного п оба поля эквивалентны 
нулю.

Доказательство. При варьировании g^ в Rn

о j ВУ g dx1’•-dxn = j '^^g^y gdxx- • -dx", 
Cn~Rn *П

где yg^= — dT~p8---------* лагРанжева ПР°‘
°S^ ООцёаР 00ll.vSa&

t t
изводная. 25aP 8gaP — инвариант и $8a₽ 8gaP = Z-”/2^a|3 8ga3. По лемме 1 
мы должны искать такие инварианты В, что '№ 8gaP = 0, но ’58аР 8’gaP ф 0, 
или, что равносильно, 33a₽Sa $s=0, но *$В аР Ча Чр ф 0.

ветственно

ХП



Покажем, что п четно и *5ВаР 4« *5р = с" А,

"А = ‘gca.lfc, р.a,’ga,b„ М«. * ' -%+1] *^л+1 ’g“1P1 ’ * * ‘g^+l^+l J 

этого, очевидно; достаточно для доказательства леммы. Если Rn+i=Rn X К 
и варьируется лишь метрика в Rn, то *SaP 8’ga& = О, 'S3“p h = 0. 
Поэтому '83aP’g“’P’ ’ • * ‘g^n.

Пусть в моном 'Н входит "g^ — h, 'g^ys— h2, ■. . Так как после 
свертывания все индексы заняты, то 4Л2 + 5Л3 -)-------Н 2 = 2Л, так как 
•33«з = ^-п/2-і» gap, т0 А2+А3-|-----= А—п/2—1. Следовательно, 2Л2+
+ЗА3Н-----= п. Отсюда общее число b нижних индексов в 
мономе b = 4Л2 + 5Л3 Н-------Н 2 = 2га + 2 — Л3 — 2Л4 — Зй5. .. Поэтому 
й3 = Л4 =... = б, h2.= 2h2, b = 2n + 2. 2га + 2 индексов произведения’ 
gap, ys • • • *g^, 65* in* надо разбить на две группы, чтобы проальтерниро- 
вать внутри каждой. Ввиду свойств* gap, yS это можно сделать лишь 
одним (указанным) способом.

Лемма 3. При р<п дающее топологический инвари­
ант, эквивалентно нулю.

Доказательство. Для р<п условие 8 QXl... Kpdxx'- ■ ■ dx^^O 
ср

эквивалентно ^[z 2Xl...Xp] = 0, т. е. уаВа^+1"'Хп = 0.
Аналогично лемме 2 получим Va*B<XXp+2"’K"\/,+2- • =

р+2 п
= V/[a„-.-.a,i][p„---3„]‘gaA-• ■’g^'An и покажем, что общее число нижних 
индексов в каждом мономе меньше 2га + 2.

4°. Сформулированная в 1° теорема непосредственно следует из 
лемм 2 и 3.

Автор благодарит И. М. Гельфанда, под руководством которого 
написана эта работа.
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