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МАТЕМАТИКА

Д. Л. БЕРМАН

ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ В МНОГОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 5 IX 1951)

1°. Пусть — ^-мерное евклидово пространство, X (х(1),..., л(г)) — 
точка этого пространства. Через Lninv..nk (f, мы обозначаем 
интерполяционный полином Лагранжа степени не выше п1; «2, ■ ■ ■, nh, 
построенный для системы узлов (х) {Xj}, j = 1, 2,..., П (л> + 1) 

7=1
из единичного куба К, —1 1, i = 1, 2,k, и функции/(А),
определенной в К.

Рассуждая, как в одномерном случае, можно доказать следующую 
теорему:

Какова бы ни была система узлов интерполирования, всегда суще­
ствует непрерывная в К функция f(X), для которой, интерполя­
ционный процесс Лагранжа не сходится равномерно к f (X), когда 
число узлов неограниченно возрастает.

В связи с этим отрицательным результатом возникает вопрос 
о замене интерполяционного процесса Лагранжа другим интерполя­
ционным процессом, для которого уже существуют системы узлов, 
обеспечивающие равномерную сходимость нового интерполяционного 
процесса к любой непрерывной в К функции.

Пусть ХЛіп2...Па (Р) обозначает отношение произведения степеней 
полинома Рп^-..nk (f, X) относительно переменных х(1), х<2>.......xw к чи­
слу его узлов. Очевидно, что в случае интерполяционного процесса 
Лагранжа Хлл...Яй (L) = nxn2-• • я*/П  (пу-1). Это отношение сколь 

угодно близко к 1 при достаточно больших {л$}* =г

* Я хочу воспользоваться случаем, чтобы отметить, что результат Мерли (5) 
1949 г. содержится как частный случай в работе С. Н. Бернштейна 1932 г. У Мерли, 
а также в реферате Фаварда (в) нет указаний на работу (2).

Естественно попытаться заменить интерполяционный процесс Ла­
гранжа Ln n2...nk (f, X) таким новым равномерно сходящимся интерпо­
ляционным процессом An^.-.n^f, X), для которого Хпл„.п/г(А) также 
сколь угодно близко к единице.

В одномерном случае указанная проблема была решена С. Н. Берн­
штейном (2) для матрицы узлов Чебышева*.  В работе (3) результаты 
Бернштейна были распространены на некоторый класс матриц узлов 
интерполирования.

2°. В настоящей работе упомянутая проблема решается для случая 
многомерного пространства.

Пусть t-я компонента точки X ..., х^) принимает значения
-^^+ь — 1 b і = 1, 2,..., k, у = 1, 2,..., n> + L
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Система точек {(л^, составляет интерполяционную систе-
k

му узлов порядка П (n7 -f-l). Интерполяционный полином Лагранжа 
для такой системы узлов имеет вид

Ч-.-> (/. X) = 2 f .... п (^>), 
5=1

где — одномерный интерполяционный фундаментальный по­
лином Лагранжа, построенный для узлов — 1 . <%«%<],

Суммирование производится по всевозможным комби­
нациям чисел /1, j2,

Интерполяционным процессом С. Н. Бернштейна для А-мерного 
пространства мы называем следующий способ интерполирования:

(f’ =

- 2. /« W П (4?’(*",)+ <— 
\ 5=1

где pv р.у..., ^ — произвольные натуральные числа. Целое число tjs 
определяется однозначно из неравенств 2ps — 1) < 2р/;. ,
5 = 1, 2,..., k. Суммирование производится по всевозможным комби­
нациям чисел jp j2,..., jk- При этом js, s = 1, 2, ...,k, принимает все­
возможные значения из множества чисел 1, 2,..., ns 4- 1, за исключе­
нием чисел этого множества, кратных 2ps. Если 2pstj Z>nsi то мы 
считаем (^) = 0, s = 1, 2,...,k. Нетрудно видеть, что если

(mod 2д.), s = 1, 2, ...,k, то выполняется равенство 
А ( f Y^ Y^ Y^X — £ / Y^ Y^X(/> Х^, . .., XJk) — J X^, ..., XJk),

следовательно, точка (х^, х^,..., х^) при (mod 2ps), s= 1, 2,...,A, 
является узлом. Если же хотя одно js будет кратно 2ps, то точка 

.... х^ уже не будет узлом. Так например,

(/> Ър^ • • • > ^Pk^ =

2 - 2 (-і)''+-+'‘-7(х^---.Ф

Число узлов полинома Л« »...nk(f,X) 
при достаточно больших pv p.y...,pk 
близко к единице. Введем следующие

равно П ( tij— ^2- ). Поэтому 

И) будет сколь угодно
обозначения:

^ns= max [(x^+i — Л/*’)], s== 1,2,..., А.

Через ^п$(а, b) мы обозначим количество чисел из множества 
[(л(Л х2\..., л-^+1}, 1 s ■< k, удовлетворяющих неравенствам

ь.
Теорема 1. Пусть, система точек {(х1js 

<«.+ 1, ns-> оо, s — 1, 2,..., А, удовлетворяет следующим условиям:
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А. ДЛ5 -> 0, ns -> оо, s = 1, 2, •.., k.
Б. В точке Xos)€ [—1, 1]. s = 1, 2,..., А, выполняются неравенства-. 

При Xjs< Xjs+A < х^

11ь (4S)) I < I o,+i (40 j. ns > 4>;

при х£> < Xjs < Xjs + 1 
(^)l ns > n(s\

где {n^}s=i — некоторые фиксированные натуральные числа.
В. Если ans Xj) = hs, то | ljs (х^) | < К (хо’) ? (ЛД s = 1, 2,..., R

(ns где К (х(о”) — неотрицательное конечное число, ср (hs) —про­
извольная неотрицательная функция, удовлетворяющая условию 
<р (hs)->0 при hs->0, s = 1, 2,..., k.

Тогда многомерный интерполяционный процесс С. Н. Бернштейна, 
построенный для функции f (х(1), х(1\..., х^, ограниченной в К и 
непрерывной в точке Хо = (ХоХо, х^), сходится к f(%п\ ..., Хо4) , 
т. е.

\r^k(f,X0)^f(X0), п^оо, s = l,2,...,k. (1)

Теорема 1 является обобщением моей теоремы (3) для многомер­
ного пространства.

Замечание 1. Если имеют место условия А, в каждой точке К 
выполняются условия Б и В и

K{^<ms, -1<XW<1, s=\,2,..,k,

где {тйЯ$=і — конечные числа, то для любой непрерывной в К функ­
ции выполняется равномерно соотношение (1) в К-

Отметим ход доказательства. Пусть
k
Ц [ + (—1) S ^Ps^g = Г
5=1

Так как S г, і к (X) = 1, то достаточно доказать, что выполняются J yJ tf*** J к V* '
соотношения

2 KxxW 1=0(1) и 2 |ОЛ-^'М = о(1) (2)

при «s->oo, s = 1, 2,..., k, где p(X> обозначает расстояние
между точками Хо (хо’, х(о \ и Xjj^.. jk (х)1^, х^,...,х^) и о>0
произвольно. Нетрудно доказать, что при выполнении условий А, Б, В 
из теоремы 1 (2) действительно выполняются.

Пользуясь результатами работы (3) и теоремой 1, можно доказать 
следующую теорему:

Теорема 2. Пусть {xyj"^ совпадают с корнями полинома 
Якоби Jns pW), s = 1, 2,.. •, k, причем - 1 < < О,
— 1 < Л'^<о.
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Тогда соотношение (1) выполняется равномерно для любой 
непрерывной в К функции.

3°. Рассмотрим интерполяционный процесс, определяемый по закону

* / mx 2sin (2А/ + Ч аГС Sin------- 9----- -
О.Х} 3 П 'Л(Л —.........«■ 

где hi — целочисленная функция от п„ i = 1, 2,..., k, удовлетворяю­
щая неравенствам 0 < 2А; //I; < 82 < 1» и о2— данные сколь
угодно малые фиксированные числа. Суммирование производится по 
всевозможным комбинациям чисел Jlt j*..., ]k, 1 js ^ns, s = 1, 2,..., k. 
Очевидно, что КЛ...пк сколь угодно близко к 1, если только 82 ’доста­
точно мало. Этот интерполяционный процесс для одномерного случая 
и узлов Чебышева был введен в теорию интерполирования С. Н. Берн­
штейном (2) и распространен на некоторый класс матриц узлов в (4).

Теорема 3. Пусть система узлов {(х^’, , х^)1, где х%
принимает значения — 1 < х^ < х^ <... < х(^ < 1, удовлетворяет 
следующим условиям: для любого интервала [—1 + е;, 1 —е], 
0<е/<1, і'= 1, 2,..., k, существует конечное положительное число 
ci, зависящее только от si, такое, что

ni
[l\"i} (М ^а, xwe[-l+^, i=l,2,...,6, Пі^оо.

ji=l
Пусть f(X) —любая непрерывная в К функция. Тогда для любой 
внутренней точки Х^К выполняется соотношение

^nЛ...Пk(f,X)-^f(X), ni->oo, і= 1,2,..., k. (3)
Соотношение (3) выполняется равномерно в любом параллелепи­
педе — 1 + Si -С xW 1 — Si, 0< е, < 1, i = 1, 2,..., k.

Доказательство проводится как в заметке (4).
Теорема 4. Пусть {%д}д=і совпадает с корнями полинома 

Якоби Jns{x(s\ а<М, а(М >— 1, 1, n^oo (s=l,2,...,^).
Пусть f(X) — произвольная непрерывная в К функция. Тогда в каж­
дой внутренней точке Х^К выполняется (3). Сходимость равно­
мерная в параллелепипеде — 1 + е/ < xw < 1 — si,i = 1,2,..., k.

Теорема 5. Пусть {x^}^=i совпадает с корнями ортогональ­
ной системы полиномов с весом рп (x's)), ns-> оо, s = 1,2,..., k, причем 
О OX Pns W /1 - о/ s = 1 ’ 2,..., k .

Тогда для любой непрерывной в К функции f(X) в каждой 
внутренней точке Х^К выполняется соотношение (3). Сходимость 
равномерная в параллелепипеде — 1 + st < xw < 1 — е,.

Поступило
30 VIII 1951
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