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МАТЕМАТИКА

М. Г. ХАПЛАНОВ

МАТРИЧНЫЙ ПРИЗНАК БАЗИСА В ПРОСТРАНСТВЕ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком М. В. Келдышем 22 VI 1951)

Последовательность функций

fo(z), fx(z), ...,fn(z),..., (lj

аналитических в некоторой области (В), будем называть квази-степен­
ным базисом в (В), если можно указать число Rt такое, что:

1) для всякой последовательности чисел 

удовлетворяющей условию
--- ПТ------ Ilim У | сп |< , (2)
л->оо

ряд
С of О У) A-cJAz) + •• • + Cnfn (z) н-----  (3)

равномерно сходится внутри (В);
2) всякая функция, аналитическая в (В), может быть, и притом 

единственным способом, представлена рядом (3), коэффициенты кото­
рого удовлетворяют условию (2).

Матрицей последовательности функций (1) назовем матрицу

аоі' ’ '\
AI = I а10 а^-■ ■ 1, (4)

в которой в (k + 1)-м столбце стоит последовательность коэффи­
циентов степенного разложения функции fk{z):

fAA = aOk + alA + -..+ankz'‘ + ... (Л = 0, 1,...). (5)

Теорема 1. Чтобы последовательность функций была квази- 
степенным базисом в круге | гг | <ZR, необходимо и достаточно, чтобы 
матрица последовательности преобразовывала некоторое анали­
тическое пространство Ар, в Ар и имела единственную обратную 
матрицу, преобразующую Ар в Ар, (\ 2).

Действительно, если последовательность (1) есть базис, то всякой 
функции, аналитической в круге ,z\<^R, соответствует, с одной 
стороны, ее ряд Тейлора

/{г) = а0 + а^ + ...+апгп + ..., (6).
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с другой стороны, ее разложение по базису

/(2) = Cofo (z) + Cxfx (z) + • • • + Cnfn (z) + • • • (7)
Таким образом, между точками а (а0, ах,...) пространства AR и точками 

с (с0, сь ...) пространства ARl устанавливается взаимно-однозначное, 
аддитивное и однородное соответствие. Подставляя ряды (5) и (6) 
в (7) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях z, получим

а0 — ^оаоо + ciaoi + • • •, 
ах = соахо + с1а11 + -.-,

(8).

что коротко в матричной форме можно записать так:
а — Мс. (9)

Так как произвольной точке cQARi соответствует точка af:AR, то> 
матрица М преобразует пространство AR1 в AR. Это отображение 
непрерывно в том смысле, что последовательность точек сЮ,..., 
имеющая Л-предел в AR1, переходит преобразованием (9) в последо­
вательность точек аА\ aW,..., имеющую Л-предел в AR ((3), стр. 206). 
Но аналитическое пространство принадлежит к типу Л (4), и в нем 
предел по норме совпадает с Л-пределом (х). Следовательно, преобра­
зование (9) непрерывно также в смысле предела по норме, и на 
основании теоремы Банаха ((5), стр. 41) из однозначности обратного 
отображения следует и непрерывность его — прежде всего, в смысле 
предела по норме, а следовательно, и в смысле Л-предела. Поэтому 
обратное преобразование может быть выражено ((3), стр. 207) с помощью, 
некоторой матрицы N, преобразующей AR в ARi:

c = N(a).

Из (9) и (10) следует MN = NM = £, где $ — единичная матрица,, 
т. е- N = 2И-1.

Докажем достаточность. Пусть с — произвольная точка из AR1. По 
условию теоремы, Mc = a£AR. Точка v (1, z,..., zn,...), |z|</?, при­
надлежит взаимному пространству AR (х). Ряды (6) и (7) и последо­
вательность функций (1) можно в матричной форме коротко записать так: 
a0+a1z + ... = va, {/0 (z),fx (z),...} = -п/И, cofo (z) + (z) +... = (vM) c.

На основании равенства (vM) c = v (Me) ((3), стр. 205), или, в раз­
вернутом виде: cofo (z) + cxfx (z) + ■ ■ ■ = a0 + axz + ■ • • заключаем, что 
ряд (3) для любого c£ARi представляет аналитическую в круге | z | <^R 
функцию.

Чтобы доказать равномерную сходимость ряда, рассмотрим множест­
во точек v (1, z,..., z”,...) для | z | <С г < R. Это ограниченное множество 
точек в пространстве (х); с помощью матрицы М оно преобразуется 
в ограниченное множество точек {vM} пространства ARt (8); поэтому су- 

п
ществует (х) точка b б ARi b (Ьо, Ьх,... , Ьп,...), lim Vbn < R удовлетво- 

/2—^00

ряющая неравенствам \fk (z) |< bk, | z |<r <^R (£ = 0,1,...). Следо­
вательно, для I z I г члены ряда (3) по модулю не превосходят членов 
сходящегося ряда | с0| Ьо + | сх | Ьх 4- • • •, ч. и т. д.

Наоборот, пусть f(z)—произвольная аналитическая в круге | z | < R 
функция; последовательность коэффициентов ее степенного разложения 
определяет точку af:AR; из равенства (9) можно найти точку c£ARt> 
с = М^а. Ряд (7) и будет искомым разложением функции f (z) в 
ряд по функциям базиса.
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Теорема 2. Если {fn (z)} — квази-степенной базис в круге | z |< R, 
a {gn (z)} — квази-степенной базис в круге | z | </ Ri с коэффициентами 
из AR, то, подставляя в степенные разложения функций fk(z), 
А = 0,1,..., вместо zn функцию gn(z), п = 0, 1,..., полупим новый 
квази-степенной базис в круге \z |

Действительно, матрица нового базиса есть произведение матриц 
для данных базисов.

Рассмотрим еще пространство функций, аналитических внутри 
Cr, R>p, где CR — образ окружности | та | = R, р — радиус круга, на 
внешность которого конформно отображается смежная к некоторому 
континууму К область, содержащая z = оо (в).

Пусть {Ф„ (г)} — последовательность полиномов Фабера, порожден­
ная этим континуумом.

Теорема 3. Если в степенные разложения функций, образующих 
квази-степенной базис в круге | z | < R, R^p, подставить вместо zn 
полином Фабера Ф„(г), и = 0,1,..., то получим квази-степенной 
базис внутри Cr.

Действительно, возьмем p<R' <R. На Cr' справедливо неравенство

|Ф„ ^\<3I2R'\

Следовательно, совокупность точек w (Фо (z), Фх (z),...), когда г лежит 
внутри Cr, образует ограниченное множество точек в пространстве Ar. 
Базис внутри круга | z | < R определяет матрицу /И. Доказательство 
теоремы непосредственно следует из равенства w (/Ис) = (w/И) с, ■ 
где а = Me, ад Ar, c^Ar^

Теорема 4. Всякий квази-степенной *базис в круге |z| <R 
с коэффициентами из Ar, порождает новый базис в замкнутом 
круге | z | 1 / Rb определяемый матрицей, транспонированной к ма­
трице данного базиса.

Если R и 1 / больше р, то аналогичная теорема справедлива 
для базисов внутри Cr и в замкнутой области, ограниченной кривой 
C1/R,.

Известно, что если матрица /И отображает пространство Ar, в Ar, 
то транспонированная матрица М/ отображает A*R в A*R,, т. е. Arr в Arr, 
Следовательно, для произвольной точки c'^Arr точка М'с' = а' € A^r,, 
и наоборот, если а' — произвольная точка из то можно найти 
с' = М'^а', с' ^Ai/r.

Если f (z) = a'v — произвольная функция, аналитическая в | г | 1 /
то равенство a'v — v (М'с') = (vM') с' дает разложение f(z) по базису, 
определяемому матрицей М.

Теорема 5. Пусть матрица М преобразует пространство 
в Ar и имеет единственную обратную, преобразующую Ar в Ar,. 
Строчки матрицы определяют систему линейных операторов, 
обладающую свойством единственности для функций, аналитических 
внутри круга |zK/?i или кривой Cr, (/?i>p). Столбцы матрицы 
определяют систему линейных операторов, обладающую свойством 
единственности для функций, аналитических в замкнутых областях, 
ограниченных окружностью |z| = 1/R или кривой Cw (1 /R>?).

Действительно, если для функции f(z) = cv выполняется условие 
Мс = 0, то с = 9, т. е. f (z) = 0.

Теорема 6. Всякий квази-степенной базис в круге | z К R радиуса 
R > 1 порождает бесконечное множество базисов в кольце 1 / R<Z 
<6. | z | < R, а также в пространстве периодических функций с периодом 
2^, аналитических в полосе

— In R •< Im z < In R.
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Возьмем какую-нибудь последовательность возрастающих целых 
положительных чисел ап а2,...; вычеркнув ее из натурального ряда 
чисел, запишем оставшиеся числа в виде последовательности ₽а,... 
Обозначим через v (u0, тц,...) точку с координатами v0 = 1, vak = z*

= z~k. Пусть а — произвольная точка из AR, с = Ma, a z лежит 
в кольце 1 / R < | z | < R. Равенство v (Мс) = (тТИ) с в развернутом 
виде дает/(г) = с0/0 (г) + c1f1 (z) + ..где /(z) = а0 + a^z + a^z2 + • • •

• • • • ’ • ’ + a^kZ++ ■•• + -— + +• • • 
функции, аналитические в кольце. Равномерная сходимость ряда внутри 
кольца следует из того, что точки z, для z из кольца l/r<|zj<,r, 

образуют ограниченное множество точек в А«, так как 
мажорируются точкой v (v0, vb ...), где v0 = 1, = rk,
а следовательно, и подавно точкой (1, г, г2,...).

Преобразование z = е~к переводит кольцо в полосу.
Ростовский государственный университет Поступило

им. В. М. Молотова 14 V 1951
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