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1. Основная система уравнений при осевой симметрии образуется 
уравнениями равновесия

д°г , д'г- = (Я ^rz
dr ' dz г ’ dz 1 dr

условиями совместности деформаций
дгг d2z d^ d2en л dz.
ТЯ ЯЯ = дгдг ’ ЯЯ + ЯЯг=У ЯЯ

и условием пластичности, которое может быть взято в форме посто­
янства интенсивности напряжений сдвига

(3г-3^ + (3л-3о)2 + (3г-3о)2 + 6т^ = 6^. (3)

Симондсом (!) было установлено, что эта система в общем случае 
принадлежит к эллиптическому типу, переходящему в гиперболиче­
ский, если задача может быть сведена к плоской. Однако получен­
ные Симондсом выражения для характеристик неудобны для даль­
нейших исследований. Значительно более удобные для дальнейших 
исследований выражения характеристик получаются при использова­
нии соотношений для компонент напряжения, предложенных В. В. Соко­
ловским (2):

— + уў [sin ' <» — C0S ‘° — у ) C0S 2?] >

°е — я =. — sin ю — — = + & cos ш —^sin2?;

3r—3 

oz—3

отсюда компоненты деформации даются формулами:

ik\
уз Sin

/ 7Г \^rz = + 2ЛХ cos (» —я ) sin 2о,

где За = + Зв 4- аг, tg <0 = -==4——— , © — угол между а, и осью г.
V 3 (а — а3)

С помощью выписанных выражений для компонент напряжения и 
деформации основная система уравнений может быть сведена к си­
стеме трех нелинейных дифференциальных уравнений второго по­
рядка относительно <», ф, X. Используя очевидные соотношения

й2ы дгы д2ы ^z , 2
dr dz dr dz2 ’ c r1 dr P ~dr P ~дЯ ’ 
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где р = dz I dr, и аналогичные зависимости для остальных перемен­
ных, полученная система может быть представлена в форме:

A^zz + Bp^zz = F^, A^zz 4~ B^zz 4“ C2^zz — F,,
A3'»zz + B3'^ZZ + C^ZZ — B3.

В этой системе уравнений значения коэффициентов при вторых произ­
водных даются для первого уравнения формулами

А = + (р2 sin 2® + 2р cos 2® — sin 2®) sin ! <» — yj ,

Bt = — 2 (p- cos 2® — 2p sin 2® — cos 2®) cos ( «> — " ) ;

для второго уравнения
A2 = 4- X (p2 cos 2® — 2p sin 2® - cos 2®) sin («> — --1 +

+ ^(l+p2)cosf<»-^,

B2 = 4- k (p2 sin 2® + 2p cos 2® — sin 2«) cos ^<» — ,

C2 = — (p2 cos 2® — 2p sin 2® — cos 2®) cos

4-y=(l + p2)sin («>-£);

для третьего уравнения

A = + P7COS Яз = 0, Сз= + 7Т5'";,’^4)'
Приравнивая нулю характеристический определитель системы (5), 

получаем условие
АгВ2С3 + ВХС2А3 — В^Сз = 0. (6)

Внося в условие (6) значения коэффициентов, получаем уравнение 
четвертой степени относительно р

(р2 cos 2® — 2р sin 2® - cos 2?)2 =

= —sin2 J <» “ J (p2 sin 2® 4- 2p cos 2® — sin 2®)2.

Корни этого уравнения будут:
sin 2<р + j cos Io — -j- /sin <o — cos 2<pj

7Г \ .cos 2<f 4- i sin I <o — — I sm 2<p

(7)

(8)

Следовательно, в общем случае система уравнений при условии пла­
стичности (3) принадлежит к эллиптическому типу. Характеристики 
могут иметь действительные значения только при <о = л / 6. Подста­
новка. полученного значения «> в выражения компонент напряжения и 
деформации приводит к следующим условиям: а0 = а и го = 0.

Таким образом, уравнения переходят в гиперболический тип, если 
осесимметричная задача переходит в задачу с плоской деформацией 
по координате 0.

2. Перейдем к рассмотрению специального случая, когда переме­
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щение w вдоль оси z известная функция. Условия совместности де­
формаций (2) переходят в уравнения первого порядка

_____ _  _  д-W ^Е6 _  1 / /дч 
dz dr — дгг ’ dz ~ г V''* dz / * '

Компоненты деформации могут быть представлены в форме:

= ± у ЛХ[/з sin + cos (ш - cos 2?] - у ,

/ <10> 
7« = + 2Н cos ( ,0 — у j sin 2®.

Основная система уравнений сводится к четырем дифференциаль­
ным уравнениям первого порядка относительно в, <о, ® и X, которые 
приводятся к виду

Дрг 4-Bi®z 4* = ^, В3<ог у С3шг + O3kz = F3,
4“ B^z 4* С2^г — P2, B^z 4- P^z 4~ D— Pf

Коэффициенты первого уравнения системы имеют значения:
А = — Р,

Bi =----j^[cos ( <0 — — 1^3 sin COS 2®j — Sin ® — у J sin 2cp,

C2 = 4- 2 (p sin 2® + cos 2®) cos ' ® ;

второго уравнения системы
^2 — 4- 1 I

B2 — 4- y^cos (\o —4-]/з sin «j — -^-^cos 2cpj 4-/> sin (<o — y^sin2<?,

C, = — 2 {p cos 2® — sin 2®) cos [ ® — ;

третьего уравнения системы

B3 = 4- /3 cos; <o - ; cos 2® — 4p sin ( <0 —7Г sin 2^f 
bJ6

C3 = 4- 2 (4p cos 2® — sin 2<p) cos <» — ~ j,

Л _ /
D3 = 4- у 1^3 sin ; <» — (0 -- + yp COS sin 2®;

четвертого уравнения системы

Bt— 4- V 3 cos I <o — — sin < ® — у cos 2®,

C4 = — 2 cos [ a» — j sin 2<p, 

= 4- у [/3 sin ; 0) — Y J 4- COS < <0 — cos 2® .

Приравнивая нулю характеристический определитель системы (И), 
находим
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(C3Di - (А^ - A.BJ - - Д^) (B3Di - В^ = 0.
Это условие приводит к уравнению третьей степени относи­

тельно р:
р(^-2?р + 1) = 0. (12)

В этом уравнении коэффициенты имеют следующие значения: 

а = — f = ^3 cos 2® — sin I w — j cos , co — ~ j sin 2®,

? = ^/3 sin (w —cos 2® + cos ----g-)] sin ^<0 — у J cos 2® +

4- КЗ sin2 2®.

Поскольку коэффициенты а и у имеют различные знаки, все три 
корня будут вещественными, и система уравнений принадлежит 
к гиперболическому типу.

3. Определим тип системы при условии пластичности в форме по­
стоянства наибольшего касательного напряжения. Если и а3 лежат 
в плоскости г Oz, то условие пластичности можно представить в форме

(3z-ar)2 + 4^ = W. (13)

В случае, если з9 = зх или а9 = з3, то условие пластичности имеет 
вид

- ^)2 + 4^ = (4А + 2^ (14)

При условии пластичности (13) основная система уравнений мо­
жет быть приведена к виду

B^zz = Л > Л2 (°’ — 3L + C^zz= F2 ’ Л3 - 3)^+ B^zz+ C/zz = FV (15>

Характеристический определитель приводит к уравнению четвертого 
порядка относительно р:

(р2 cos 2® - ■ 2р sin 2® — cos 2?)2 = 0. (16)
Корни этого уравнения будут

P = ±tg^-±?) (17)

и, следовательно, система уравнений принадлежит к гиперболиче­
скому типу.

При условии пластичности в форме (14) основная система принад­
лежит в общем случае к эллиптическому типу, переходящему в гипер­
болический при г0 = 0.

4. Таким образом, решение задачи теории пластичности при осе­
вой симметрии сводится в общем случае к интегрированию системы 
трех нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка эл­
липтического типа.

Если перемещение вдоль оси z — известная функция координат, 
система уравнений переходит в гиперболический тип и эффективное 
решение может быть найдено методом характеристик. Отметим, что 
этот случай может иметь место при сжатии цилиндрических тел. 
Частный случай сжатия сплошного кругового цилиндра рассмотрен 
в (®)-
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