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МА ТЕМА ТИКА

С. Я. ХАВИНСОН

ОЦЕНКА СУММ ТЕЙЛОРА ОГРАНИЧЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ В КРУГЕ

’ . І . * ' - • ■
1 (Представлено академиком А. И. Колмогоровым 19 VII 1951)

Рассмотрим множество В ограниченных в единичном круге 
аналитических функций и множество функций В1а В таких, что 
sup |/(z)|<l. 
|г|<1

Через Sxh а (/) обозначим значение частной суммы Тейлора функции 
/(г) при разложении в окрестности точки а, |я|<], вычисленное 
в точке х, лежащей на единичной окружности:

S;L«(Л =/(а) + + • • • +

Поставим задачу нахождения sup | S*, а (/) I = ;||S£ а|| (эта верхняя 

грань будет нормой линейного функционала Sxn,a(f) на простран­
стве В).
, В случае, когда а = 0 — центр круга, Э. Ландау С1) нашел, что

he* и । о* /л if М-ЗУ , , /1-3-••2п —Г? 1 ,i|S"’° ' ~ Sn’°^ І - 1 + 2-А-.2П J — ~-АпП.

В настоящей заметке устанавливаются асимптотические формулы 
в случае а=^=0. Без ограничения общности считаем а действительным 
и положительным.

Доказывается, что:
А. Если х Ь то

( Эта формула установлена проф. А. И. Маркушевичем и с его любез­
ного разрешения публикуется здесь впервые.

Б. Еслих=1, то || Si>a || ~ ^-In «. (Заметим, что прямое примене­

ние оценки Ландау в нашем случае дает лишь, что || S„t в|[^ — in п, 
т, е. коэффициент, завышенный вдвое.)

Доказательство. Пусть Г — произвольный контур, лежащий 
в замкнутом единичном круге, охватывающий точку а и такой, что 
точка-л лежит вне его.
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Равен нулю, так как точка х лежит вне контура Г.Первый интеграл
Получаем, что

{Х-І) (t-a)n ■

Пусть, сперва, х=А 1. Будем вести в (1) интегрирование по контуру, 
состоящему из дуги окружности |х| = 1 и маленькой дуги, охваты­
вающей точку х.

Применяя к интегралу

(2)

метод оценки, описанный в (2), получаем:

о)
V 2лап | 1 — х | \ 1 — а /

_r«/2J , „Дп/2]
Кроме того, легко видеть, что для функций /«(£) =----—-——

(1 — ах)!”'2' 
в (2) и (3) имеют место асимптотические равенства. Это доказывает 
оценку А.

Пусть теперь х=1. Возьмем произвольные числа s>0 и р>0 и 
построим контур Г„, состоящий из дуги \п окружности с центром 
в точке 1 и радиуса s/п и дуги Ln окружности |х| = 1.

ci т- 1 ? 1 С . 1 Г
«, а v / 2m J /л ли а\« 2m J 1 2m J

Гп ' тя Ln

p/Vn 1 / In п 2те—1 / In п 2я—Pl^n In—s/п

= j 5 + $ + $ }
Tn s/n p l/lnn йг-1/lnn bt-p/V^

(4)

(t = e'9 на Ln и пределы интегрирования взяты по 6).
Вычисляя максимальные значения модуля подинтегрального выра­

жения, установим, что все интегралы, кроме второго и четвертого, 
ограничены константами, не зависящими от /*.  Поэтому

* Для оценки третьего и пятого интегралов применяется интегрирование по частям.
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p/V^n piVn
1 n С (i — a)n de . 1 C de i ,

2« J Ц—/||/_ а|« л J 0 2л ПЛ 
s/п s/n

т. е.
(5)

Докажем, что оценка (5) является асимптотически точной. Для про­
стоты считаем п = 2л. Положим:

1__ P ж I _ Д_ \ sin^^ydy 
Ki —/ mU| I 71 J 1—Sin2

l-3---(2m —1) , l-3---(2m —3) 1-3 m ,
z, f z — ay 2-i-2m + 2-b---(2m-2) 2 + ■•• + 2-42 + 2

Az)~ [i-az) 1.3 , 1.3--.(2m —3) 1-3---(2m — 1) m
1 + 2.42 + ",+ 2-4-.-(2/n-2) 2 +--------------------- ’

Pm(z)
(1 — *z)m Pm (A ’

На дуге [sin, р/Уп] имеем:

1
-/ 7ПЛ sin

Отсюда:
i 1 d I 1
I Ki^r~~ = i <___ _i___

I 1 I 1 TtWmKe 'i,yrrnX/' sIrral Го V m

Такая же оценка имеет место и для дуги [2те—р/У/Г, 2л — s/n].
Из (7) следует, что на этих дугах

I arg ГГ=7 ~ аГё Рт I ЯГС C°S ‘ (8)

Из (8) получаем:
I arg 2 arg Рт (t) | = 12 j^arg у=Г ~ arg Рт | С

1
2 arc cos а/ . (9)л '2V S

Теперь на наших участках имеем:

arg
(1-^)

|arg^+ (arg^ 2 arg Pm (7)

о 13 arc COS .
л f,V s (10)

Пусть e>0 произвольно. Подберем s столь большим, чтобы

*

cos arg
/„(0 (l-q)nr 
(z_a)«(i-0 (11)

Мы пользуемся формулой Валлиса для коэффициентов разложения
1

оценкой (см. (2)).

----- и ее
Г1 — t
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На наших дугах имеем также:
Г 1 — a

«I /
1 •— a V

+ a2 — 2a cos 0 /

1
a 

(T=
\т

1
а

(1 - а)2 п J

1__________ \«
A 4a 0 )

V 2-J- J
1

P2 p/2 gp«a/2(l-a)* • (12)

Подберем р столь малым, чтобы
1 — а п

1t — а (13)
Получим теперь:

Ке (,_а)«(1-0 
Наконец,

/„(/) (1—a)”/ 
(/ — «)"'(! —0

4(0(l-a)"Z (1-0*
cos arg ——-----------------------  S (Z-af(l-0------Н-П (14)

+ Re4
p/V «

9J_ r (1 —e)2d0 
2tc J I 1 — t I

Так как г — произвольное 
зывают оценку Б.

fnW (1-а)п^0 
(Г-а)" (1-0

(7-a)n(l-0

-0(1)

-0(1)

P/К П
c d0 (1 — г)2 ,\ -Й------- - о ІП n-J 0 2л:

s/n

число, то (15) вместе с (5) полностью

благодарность проф. А.Я выражаю глубокую
под руководством которого сделана эта работа.

(15)

дока-

И. Маркушевичу,

Поступило 
6 VI 1951
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