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1. Пусть функция /(х) суммируема на отрезке [0, 2 it], имеет период 
2 it и ОО

£[/]=—+ V a,, cos пх + bn sin пх
л=1

— ее ряд Фурье. Обозначим через s« (х) — sn (х, f) (п = 0, 1, 2,...) част­
ные суммы ряда © [/] и положим

л П
an,m(A) = 3„,m(x,/) = q—q Sk(x,f) (m = 0, « = 0,1,2,...).

k=n—m

Тригонометрические полиномы ап,т(х) были впервые рассмотрены 
Валле-Пуссеном (\2) и носят название сумм Валле-Пуссена. 
Соответствующие полиномы для интерполяционного случая были изу­
чены С. Н. Бернштейном (3,4). Отметим, что а„,0 (х) — sn (х) изм(х) = 
= з„(х), где з„(х) — сумма Фейера порядка п для ряда © [/].

Пусть С есть пространство непрерывных периодических функций 
/(х) с нормой ||/|| = max |/(х) |. Будем 'рассматривать з„>т(х,/) как 
линейные операторы в пространстве С и обозначим через Nn, т их 
нормы. Иными словами, положим

Nn, т = sup || зл> т (х, /) || (т = 0, 1,..., «; л = 0, 1,2,...).
11/11 <i

Очевидно, Nn,o = Ln и Nn, Я = 1 (и = 0, 1, 2,...); здесь Ln — кон­
станты Лебега. Свойства чисел Nn,m играют важную роль во 
всех приложениях сумм Валле-Пуссена и исследовались Л. Вер­
бицким (s) и С. М. Никольским (6) *.

* Необходимо также отметить, что уже Валле-Пуссеи (1,2) указал формулу 
я _ (х) = —JL о (х) — п т- а 1 (х),

"• m ' 7 m + 1 т+1 п-т-1' ”
из которой непосредственно вытекает неравенство

дГ . и + 1 п — т _ 2п + 1 — т 
т " т + 1 т + 1 т + 1 '

В недавних работах (т,8) я указал несколько применений сумм 
Валле-Пуссена к исследованию наилучших приближений функций и 
смежным вопросам. Теперь я займусь изучением свойств самих сумм 
Валле-Пуссена. Именно, я получаю здесь несколько формул для норм 
N п, т и использую их для исследования свойств этих констант. В част­
ности, я обобщаю и уточняю некоторые результаты Л. Вербицкого и 
С. М. Никольского.
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2. Как известно (см. (5), формула (15)),

1 tИспользуя разложение р- cosec2 — по полюсам, выводим отсюда

., 2 С । . , . , . ,, 2n +1 — т с п + 1 , , ...Nn, т = — |sinr^sin^ 2dt, r =——— = 2^—1. (1)
0

Отметим несколько следствий из формулы (1).
В работах (°) и (10) Сеге и Ватсон ввели в рассмотрение константы

п + 1
2

л/2
т _ 2 Г ^п/2 — — \

о

| sin (п + 1) t I ,, 1
sin at — 2Д dt (га = 0,1,2,...), (2)

которые для четных значений га сводятся к константам Лебега. Исполь­
зуя тот же прием, что и при выводе формулы (1), получаем

ОО• О р
^л/2 = — \ | sin (га + 1) • sin / 1t 2 dt.

о

(3)

Сравнение этой формулы с формулой (1) для т = 1 показывает, что 
^л/2 = Nn+1, 1- ■

Далее, формула (1) показывает, что величина норм Nn,m зависит на 
самом деле лишь от одного параметра, а именно, от значения г или, 

п -4- 1что сводится к тому же, от отношения • Поэтому справедлива

Теорема 1. Если Q^m'-^n, Q^m'^n' и то
3п, т — ^л', т'-

п + 1 п'+ 1 
т + 1 — т' у 1 ’

V) ~t~ 1В частности, если —+ = р, где р — натуральное число, то Nnt т =

no Ар—ь а если т — 2 > то т — Np—i, i = Тр/2—ь
Наконец, интеграл (1) равномерно сходится относительно параметра 

г на любом конечном интервале 0<г0<г<гх<оо. Отсюда сразу 
вытекает к J

Теорема 2. Зададим последовательности целых неотрица­
тельных чисел {Пр} и {тр} (р = 1, 2,...), причем nip^np, и пусть

пр +1 _
>пр +1

гР = 2 1 —> г оо (р -» оо).

Тогда

lim Nnp,mpр —> СО у
2 С ,— \ I Sin rt-sin t^t-2dt.

о

Это предложение является обобщением одной теоремы С. М. Ни­
кольского ((®), теорема 2).

3. Положим
ОО

/ / \ 2 (* 'z W = — \ I Sin xt-sin 111-2 dt. ■
0

(4)
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Тогда согласно (1)
= r = 2^j —1 (m= 0, n = 0, 1, 2,...), (5) 

а в силу (3)
= / (/I + 1) (н = 0, 1, 2,.,.). (6)

Поэтому для исследования норм Nn, т и констант Лебега Ьп/2 достаточ­
но изучить функцию / (%). Используя разложение I sin х j в ряд Фурье 
(см. (9) или (п), § 1.82) и формулу

7 [ дляО<«< 1,

° -у- для u
получаем

(7)
V—1 k^VX

где вообще 

[«]
2* с*= 2 Ck + — 

k<u А=1

В частности, если х = р, где р — натуральное число, то
оо vp

= (8)
V=1 k=l

В силу (6) мы получаем отсюда формулу Ватсона для констант 
Ln!2 (см. (10), формула (4)) и, в частности, формулу Сеге для констант 
Лебега (см. (9) или (п), § 8.81).

Формула (7) делает очевидными многие свойства функции 1(х) и 
норм Nn,m- Прежде всего ясно, что I (х) является возрастающей и 
вогнутой функцией от х. Поэтому справедлива такая

Теорема 3. Нормы Nnim представляют собою возрастающую 
и вогнутую функцию от ” + * .

В частности, при фиксированном п последовательность {Nn,m} 
(т = 0, 1,...,п) убывает, а при фиксированном т последовательность 
{Нп, т} (п = т, т + 1,...) возрастает.

Далее, из формулы (7) нетрудно усмотреть, что функция/(х) диф­
ференцируема для всех иррациональных х и имеет каждую рацио­
нальную точку x = pjq в качестве угловой точки.

Наконец, формула (7) позволяет сразу вывести асимптотическую 
формулу для /(х) при х —> оо. В самом деле,

3 = 2 = 4 1п “ + 1п 2 + + 0 (4) ’

где "[ — эйлерова постоянная. Поэтому

1 ~ 2 {ln + 2 1п 2 + Т + °(4)) —

V=1



Отсюда вытекает следующая
Теорема 4. 

ОО

V=1

Эта теорема является уточнением одной теоремы, доказанной 
С. М. Никольским ((6), теорема 1). Полагая в равенстве (9) т = О, 
получаем известную асимптотическую формулу для констант Лебега 
(см. (12), (“) и (10)). .

4. В заключение просуммируем ряды (8). Применяя преобразование 
Абеля и меняя затем порядок суммирования, получаем

я °° / 1 i \ i 9 л = ,
= к2 2 ~ гТфл) 2 2Г-2 = 2 2 TT’w 'v=lV ' A=t H=1 v=0 (v +“2Г )

Объединяя, далее, во внешней сумме равноотстоящие от концов члены 
и используя разложение rrctgru: по полюсам, находим, что для чет­
ного р — 2п

О'»
Ц=1 И=1

а для нечетного р = 2n + 1

/(2п+1) = —+ — У АщЛД = А-----l А V .Afg-ZT—. (И)
' ~ ' р ~ TZ р 2п + І - Z. й + 1 ’

|Х=1 Ц=1

Так как I (2п) = Ь„-ч„ то формула (10) дает конечное выражение 
для этих констант и, повидимому, ранее не отмечалась. Аналогично,, 
в силу равенства Z(2n 4-1) = Тя, формула (11) эквивалентна формуле 
Фейера для констант Лебега (см. (14), сноска на стр. 197, (15) и (13)). 
Наконец, в силу (5), (10) и (11), если г = 2 ” ---- 1—целое число, то^

г ft 
кг хз 1 4 77 (2и — 1) / \
А, « = — 2 2^1 2г Четное)’

Н=1
1 2 v-1’/2 1

^n,m =----- 1----- У — tg — (г нечетное).’ г 1 re XJ (л ° г х '
и=1

Для нечетных т эти формулы установлены Л. Вербицким ((5), фор­
мула (14)); наше рассуждение показывает, что они справедливы также 
и для четных т.
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