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МАТЕМАТИКА

Ю. Е. ПЕНЗОВ

КЛАССИФИКАЦИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОБЪЕКТОВ С ДВУМЯ КОМПОНЕНТАМИ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 6 VIII 1951)

Как установлено В. В. Вагнером (Ц, нахождение всех типов гео­
метрических дифференциальных объектов в Хп класса v с N компо­
нентами сводится к нахождению всех Nm — N параметрических*  
подгрупп просто транзитивной группы Ли с Xnv параметрами; 
инфинитезимальные операторы порядка г (г, s, t = 1, 2,..., v) группы 

в переменных имеют вид**:

* Число Nm = + 1

** Здесь и в дальнейшем фигурные скобки J [■ указывают, что заключенные в 
них индексы принимают только такие числовые значения, которые образуют неубы­
вающую последовательность; все греческие индексы, если противное не оговорено, 
принимают значения от 1 до п.
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^Е=^ h\ 
h—r

и удовлетворяют тождествам

ДЮ^—^Е = “1 ’' 'а2 Р1 ’' ’ P/-t ^+І-М /? 

т Да ’ 1 “ ^а1 ” ’а^—1 а/и-{-1 } р (2)

где все АV0 Е надо считать равными нулю, если Каждой
подгруппе группы соответствует множество подобных между 
собой градиентных объектов, компоненты каждого из которых опре­
деляются с помощью некоторой полной системы инвариантов данной 
подгруппы, и обратно. При этом класс объекта будет v тогда и только 
тогда, когда инфинитезимальные операторы соответствующей под­
группы независимы по крайней мере с одним оператором порядка v 
группы



Согласно тождествам (2) коммутатор двух любых операторов 
группы а* ”’*0 порядков г и s линейно выражается через ее операторы 
порядка г + s—1; следовательно, если к инфинитезимальным опера­
торам некоторой подгруппы ® группы 211"’добавить все операторы 
группы порядков t, /4-1, то указанная совокупность опе­
раторов будет определять новую подгруппу ® (t— 1) группы gf"’Д Из 
формул (1) следует, что инвариантами порядка t подгруппы ® 
являются все инварианты порядка t подгруппы ® (/) и только они. 
Следовательно, соответствующий подгруппе ® (t) объект Q' будет 
функцией класса t объекта Q, соответствующего подгруппе 
Отсюда следует, что объект Q класса v будет простым (непростым 
и допускать как функцию объект Q' класса Х) тогда и только тогда, 
когда инфинитезимальные операторы соответствующей ему подгруп­
пы ® можно привести к такому виду, чтобы для любого z= 1, 2,... 
...,v—1 (для i = X) число mi ее операторов, не содержащих опера­
торы порядка </ и из которых нельзя исключить операторы порядка/

* Ср. (2); для случая п — 1 см. также (3), стр. 168.

І-1
группы 21*"' г), равнялось бы (было бы меньше) N„t— 2 ^пь, т. е. 
к виду:
Да* аі Д -(-линейная комбинация операторов

группы 21(”’г) порядка >1(і>1); (3J

Да’) 4 Ър -|_ линейная комбинация операторов
группы порядка —1(^-г>—1); (3^-1) 

Да’) 4 “і”-ар tp линейная комбинация операторов

группы gi^’1’' порядка V, (3») 

где совокупность индексов (j v01» И принимает некоторые из допу­
стимых значений, а совокупности (“i),..., >) все (совокуп­
ность ({“i-v'Q не все) допустимые значения.

Это условие простоты объекта приводит к теореме *:
В Хп при п 2 всякий геометрический дифференциальный объект 

класса непростой и допускает как функцию объект 2-го 
класса.

Для доказательства покажем, что при т>>3 группа д^"’10 не имеет 
подгрупп, определяющих объекты класса г», у которых m-i—Nni— 
В самом деле, пусть для подгруппы ® mt = ^2 — ХПъ т. е. среди 
операторов подгруппы ® имеются все операторы вида (32). Составляя 
их всевозможные коммутаторы, найдем, пользуясь формулами (2), что 
среди операторов подгруппы ® имеются все операторы вида (З3). 
Коммутируя операторы этой подгруппы вида (32) и (З3), найдем, что 
среди ее операторов имеются все операторы вида (34). Продолжая 
далее, придем к тому, что все операторы порядка v группы при­
надлежат подгруппе ®. Это доказывает теорему.

Докажем далее, что
В Хп (п 2) класс двухкомпонентных геометрических диффе­

ренциальных объектов не превышает двух.
В самом деле, если бы в Хп (п 2) существовал двухкомпонент­

ный объект £2 класса ^3, то, согласно предыдущей теореме, суще­
ствовал бы объект класса 2, являющийся функцией £2 и имеющий, 
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следовательно, только одну компоненту. Но, как известно (4), это 
невозможно.

Найдем теперь все двухкомпонентные объекты 2-го класса. Со­
гласно ( ), просіые двухкомпонентные объекты 2-го класса сущест­
вуют только в все они подобны свернутому объекту аффинной 
связности. Каждый непростой объект в Хп будет, согласно (4), иметь 
своей функцией при п^З скалярную плотность веса 1, а при п = 2 
либо скалярную плотность веса 1, либо объект К. Следовательно, 
инфинитезимальные операторы подгрупп группы 21("’ 2), которым соот­
ветствуют двухкомпонентные объекты 2-го класса, при п 3 приводи­
мы к виду

TaF — A™bF-lbaA^F F = FA^F, (4)

а при n = 2 либо к виду (4), либо к виду

TbF=A^F+XbA^STF; T^F-A^^F+^A^ (5) 

где R, S, Т имеют определенные числовые значения из 1, 2,...,/г; а, 
р, у и а, b принимают всевозможные допустимые значения от 1 до п, 
лишь бы (а, р, Д=^=(/?, S, Г) и для операторов (4) (а, 1), для
операторов (5) (а, b)=R(\, 2). Для того чтобы совокупность операто­
ров (4) действительно определяла подгруппу группы 21("’2), необходи­
мо, чтобы коэффициенты kj } удовлетворяли уравнениям:

kJ by > + Кb* > - gnj М _ 1т} + 3рЗ 13 ) _ 8'} {М) +

-г*^)] =о; кр^ = -і. (6)
Но можно убедиться, что уравнения (6) при любых R, S, Т противо­
речивы, что дает теоремы/

В Хп при п^З не существует двухкомпонентных геометриче­
ских дифференциальных объектов 2-го класса.

В Х2 нет двухкомпонентных геометрических дифференциальных 
объектов 2-го класса, имеющих своей функцией скалярную плот­
ность.

Находя аналогично уравнения, которым должны удовлетворять 
коэффициенты к* и kj071 операторов (5) для того, чтобы совокупность 
их действительно определяла подгруппу группы 31(2’2), убедимся, что 
они имеют решение только при (R, S, Т) = (1, 1, 2) и (R, S, Т)=(1, 2, 2). 
После вычислений придем к теореме:

В Х2 все двухкомпонентные геометрические дифференциальные 
объекты 2-го класса подобны либо свернутому объекту аффинной 
связности, либо объектам, уравнения преобразования компонент 
которых имеют вид

Пг = (ArQiАр) (A2-Q1 + -^2') *’
(7)

П2- = Д'1 (A^Q! + А^1 { П2 - (Af - ПіД2) д~- J. 

и
Иц = (ArQi + Ар) (А^ + Аг) ,

П2. = Х~\А^иаГ3 {П2 + (АггАЙ' - 2А^А^ + A^Afr) UaU^}

U2 = \).
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Перейдем к нахождению двухкомпонентных объектов 1-го класса. 
Будем представлять инфинитезимальные операторы подгрупп группы 
311"’ соответствующих двухкомпонентным объектам, в виде *

1 до п, но только такие, что (а, Ъ) и (с, d) =р (R, S) и (Q, Т).

TbF^A™bF+)baA$sF+>^ (9)
1 2

Пользуясь (2), найдем, что совокупность операторов (9) действитель­
но определяет подгруппу группы 1; тогда и только тогда, когда 
коэффициенты \ь, Са удовлетворяют уравнениям: 

1 2

'Ь ъЬ , у b г > S ув ,d i , .br$d\T ъТ \ d i , ft ?b , Si .
G« Щ 'а + >'С — 6с Хд] + 'а | JQ Щ — °с Xq] + Щ Xa] +

і і 1 і і 2 і і 1 і I

+ (4 = 1,2) (10)
2 і і 12 12 і і

X« = -l; Xq = O; ki = 0; = - 1.
1 12 2

Рассматривая решения уравнений (10), придем к теореме:
В Хп при п^>4 не существует двухкомпонентных геометриче­

ских дифференциальных объектов \-го класса; все геометрические 
дифференциальные объекты с двумя компонентами 1-го класса в ХЛ 
подобны либо ко- либо контравариантному объектам К, т. е. 
объектам, компоненты которых Ка и Ка преобразуются по урав­
нениям-.

Ка' = {А“.Ка+А^)№Ка + АІ^ (И)
и

Ка'= (АааКа + Аа̂ ^аКа + А^Г1- (12)

все геометрические дифференциальные объекты с двумя компонен­
тами 1-го класса в Х2 подобны одному из следующих: 1) ковари­
антной векторной плотности некоторого веса; 2) совокупности 
двух объектов К; 3) объединению скалярной плотности веса 1 и 
объекта К; 4) отношению двух компонент ковариантного тензора 
к его третьей компоненте.

Таким образом, мы нашли все существенно различные типы геоме­
трических дифференциальных объектов класса v с двумя компонен­
тами в произвольном Хп при п 2. Для пространства Xl это было 
сделано автором раньше.

Саратовский государственный университет 
им. Н. Г. Чернышевского

Поступило
27 VI 1951
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* Здесь и в (10) R, S, Q, Т имеют определенные значения, равные одному из 
чисел 1, 2,...,п, но (Q, T)^=(R, S); a, b, с, d принимают всевозможные значения от
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