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МАТЕМАТИКА

В. П. БАСОВ

О РЕШЕНИЯХ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 12 VI 1951)

Рассмотрим следующую систему линейных дифференциальных 
уравнений

s=l a=m-H ,..
dx . т п 10
~dE = -f + 2 + (s = m+1,..., n)

a=l u=m+l

в предположении, что rS3 и ^ — непрерывные функции t, вещественные 
или комплексные, ограниченные по модулю при всех Т> 1, причем 
9м-»0 при t^oo; ^ — постоянные, такие, что уравнение

Pm+l, m-\-l Pm+Vn
= 0

Рп, т+1 Р — X пп

имеет корни только с отличными от нуля вещественными частями; 
а и р — вещественные постоянные.

Теорема. £сл«а>1, — 1,то система (V) имеет т решений
вида

xs=l^ + (s = l,

xs = —pg «s’ (s — m + 1,..., n; i = 1,..., m),

в которых й^ (i = 1,..., m; s — 1,..., n) суть функции t, ограничен­
ные no модулю при всех t^T, а з£’ равно 1 при s — i и равно О 
при s =К i.

Теорема доказывается методом последовательных приближений, 
построенным соответствующим образом, при этом определяется верхняя 
граница модуля функций «s’ при где £0— достаточно большое 
число, также определяемое в теореме.

Применим приведенную теорему к исследованию решений системы 
линейных дифференциальных уравнений

„ / 1 \
~йГ= + (s=l, (2)
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где у и рм — вещественные постоянные, причем 7>0, а ^ — веще­
ственные непрерывные функции t, ограниченные при всех t^T.

Мы установим вид решения системы (2) при больших значениях t, 
отвечающего всякому простому вещественному корню уравнения

Рп~ Х ••• Pin
= 0, (3)/7 . ..... р — X* ЛІ "пп

предполагая только, что вещественные части остальных корней урав­
нения (3) отличны от указанного корня.

Обозначим корни уравнения (3) через = (s = l,...,w)
и допустим, например, что хх = — простой вещественный корень, 
причем Re(xs)#=Xx (s = 2, ...,п). Тогда систему (2) с помощью неосо­
бенного линейного преобразования с постоянными коэффициентами 
всегда можно привести к виду

. , п
~dT = — 2

dx , п2 {Psn + -^^)xa (s = 2,...,n),
Г,—9 '

что в дальнейшем и будем предполагать выполненным.
Если т>1, то подстановкой xs = e^ys система (4)

приводится к виду, удовлетворяющему всем условиям теоремы, и мы 
без труда устанавливаем, что в этом случае система (4) имеет решение

Х1 = р + ; Xs = e\t^ (s = 2,...,n),
\ I / I

в котором us (s = 1,..., ri) — функции t, ограниченные при всех t Т.
Если т0 подстановка

ехр

t
xs = |^ехр kJ + J qn dt^ fys (s = 2,..., n) 

T
приводит систему (4) к виду

-> = 2
• з=2

= 4 Ы + 2 ( + 4 Ч “ 4 + -4 + 4 (s=2> • • • > «)•
J у J (5)

Система (5) также удовлетворяет всем условиям теоремы (здесь 
а = 2у>1, р =0 и /п=1), следовательно, она имеет решение

3'1 = 1 + 4=Г> Л=7Г (s=2,...,n),

а система (4), соответственно, имеет решение
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t
xs = Гехр (V + V

L \ J
T

1 \ 1 W
-yQndt^— (s = 2.........n), 

где us (s = 1,..., л) — функции t такого же характера, как и раньше.
Если, наконец, О^Т-^/з и А—целое положительное число такое, 

что
ЛТ<1<(^ + 1)Т, 

то, полагая в системе (4)

Л1=^> Л=2-тт—Л+Л (s = 2,..., п), (6)
1=1

где ys (s = 1, — новые неизвестные функции, можно соответ­
ствующим выбором ограниченных функций a^ff) систему (4) привести 
к виду

, 1 , 1 v V„ а°^\ , 1

1=^1 3=2 . > 0=2 (7)

dy 4 Z 1 \
-dT^-^rM + 2 [Р^ + (s = 2,..., я),

где (s = 2,..., п; a = 1,..., п) — функции t, ограниченные при всех 
/> Т.

Подставляя (6) в (4) и требуя, чтобы преобразованная система 
имела вид (7), получим, что коэффициенты а{Р (t) преобразования (6) 
определяются последовательно, в порядке возрастания I, как ограни­
ченные решения систем линейных неодйородных уравнений с посто­
янными коэффициентами.

+ № (s = 2,..., л;/ = 1,..., Л - 1), (8) 
а=2 \

в которых — известные целые рациональные функции коэффици­
ентов q системы (4), а также тех а/1 (t), для которых г</. В частности, 

(* = 2,..., п).
Теперь преобразованием переменных 

t t
Л = [ехр(М + 5 Л=[ехр(М + $ ? Ю ^Y^(s=2,..., га),

т Т

. / k-l п (I) /.X

1 ' /=1 ®=2 '

система (7) приводится к системе 
п

(9) 
а=2

~dt = 7WT 4s\Zi+ 2 (psi + ^^~r)Zs

o=2
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которая удовлетворяет всем условиям теоремы (здесь а = (k + 1) 7 > 1, 
Р = 0, т—1) и, следовательно, имеет решение

! , “1 S / С XZ1 — 1 + z(A+l)r-l ’ Zs ~ z(*+1) г (s —2,

где «і и us (s = 2,..., n) — ограниченные функции t.
Соответственно, исходная система (4) имеет решение

t 
= [exp (\t + J 

Т

/ Р \ п (/) 4- и= [ехР (V + ~ .....
т

где th (s = 2,п) — функции t, стремящиеся к нулю при t->oo. 
Изложенный метод дает возможность вне зависимости от канонической 
структуры матрицы ||рм|| установить вид стольких линейно независимых 
решений уравнений (2), сколько простых вещественных корней имеет 
уравнение (3), если только эти простые корни отличны по величине 
от вещественных частей остальных корней уравнения (3). В частности, 
если все корни уравнения (3) вещественные и простые, то мы таким 
образом сможем построить всю фундаментальную систему решений 
уравнений (2).

Приводя только результат, отметим, что если сделать дополни­
тельные предположения относительно коэффициентов системы (2), 
именно, если предположить, что

*+> л

(*> ’=!>•••>«),

где q^ при суть вещественные постоянные или вещественные 
периодические функции t одного и того же периода ^+1)— про­
извольные непрерывные функции t, ограниченные при всех t^T, 
k — целое положительное число такое, что

£t<^v<C(£ + 1) Т»
где v — наибольшая кратность корня уравнения (3), то для достаточно 
больших t удается построить вид всей фундаментальной системы реше­
ний уравнений (2) при любой канонической структуре матрицы |[рм||.

Результаты, полученные в настоящей работе, обобщают результаты 
работ В. В. Хорошилова р), Гаханова и Л. И. Донской (2). Кроме того, 
они дают возможность изучить асимптотическое поведение решений 
для систем более общего вида, чем рассматривал Хорн в своих 
работах (3). Здесь же следует заметить, что настоящая работа является 
развитием идеи представления решений систем линейных дифферен­
циальных уравнений в виде равномерно сходящихся рядов в окрестности 
существенно особой точки, высказанной в работе Н. П. Еругина (4).

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 7 VI 1951
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