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О ДОПОЛНИТЕЛЬНОМ УСЛОВИИ МЕЖДУ КООРДИНАТАМИ 
ЦЕНТРАЛЬНО-СИЛОВОЙ СИСТЕМЫ И ПРАВИЛАХ ЕГО УЧЕТА

В УРАВНЕНИЯХ И МАТРИЦАХ
(Представлено академиком Б. А. Фоком 15 VI 1951)

1. Форма дополнительного условия. Пусть имеется 
л-атомная разветвленная молекула, описываемая в валентно-силовой 
системе совокупностью колебательных координат хь х2,хп, среди 
которых т первые являются валентными (колебательными) координа­
тами, а остальные п — т — угловые xik, удовлетворяющие дополни­
тельному условию

п2 ^> = 0. (1)
P=m+1

Перейдем от валентной к центрально-силовой системе координат 
Уі> Уг,- ■ • ,Уп, из которых первые т совпадают с координатами исход­
ной системы.

Из элементарных соображений (рис. 1) имеем:
r2lk = sj + sl — ^s^kCosQtk. (2)

Очевидно, число соотношений типа (2) равно числу углов между 
валентными связями в молекуле. Ищем дифференциал (2):

rikdrik = sidsi + skdsk — cos ~ skdsicos 0,ft + sisk sin QikdQ.k; (3) 

здесь drik — изменение rik, т. e. естественная колебательная коорди­
ната yik центрально-силовой системы, отвечающая угловой колеба­
тельной координате xik; Mik — угловая колебательная координата x.k- 
dsp dsk — первые tn координат типа xt xk поэтому
(3) представится в форме:

rikyik = sixi + - (5Л + V;) cos + s.skxik sin Qik. (4)

При малых колебаниях в (4) можно заменить s., sk, Qik, rik их зна­
чениями s°, 6^ и Kk, соответственно, для равновесной конфигура­
ции молекулы, после чего, учитывая (1), (4), дополнительное условие 
в центрально-силовой системе, связывающее уже все п координат, 
может быть записано в форме

2 . (5)
г я ік р
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Так как в расчетах весьма удобно выражать частоты в см-2, то 
угловые координаты умножают на некоторый параметр s, имеющий 
размерность длины (2). М. А. Ельяшевич и Б. И. Степанов (2) за 5
выбрали длину равновесной водородной 
последнем случае, обозначая

связи С—Н/ = 1,093А; в Г1

9°SH
ak~

г°
ь ik (6)

дополнительное условие (5) окончательно запишем так:

2 

р=т+1
Sin е”.

—о,-cos 6^ 

sin 0^
cos 9;°а

sin 0^ * = 0,
р

(5')

 sh

г г-к или, обозначая постоянные коэффициенты при ко-
лебательных координатах у через а7,

%* /д s' т ”
Цу/* -2«л+ 3 «Л=» <5”)

7=1 у=т+1

рис- 1 Наконец, если за s выбрать среднее геометри­
ческое из равновесных длин s9 и s’’ валент­

ных связей, образующих угол 6рл, и сохранить обозначения (6), а так­
же положить r°k/s^ = х*, то (5) переходит в

2. Вывод правил учета дополнительных соотноше­
ний между координатами центрально-силовой систе­
мы в уравнениях движения. Форма уравнения движения в цен­
трально-силовой системе координат аналогична ее записи в валентно­
силовой системе (2), т. е.

Уі^ -2 №цуг (7)

где Wij— A*kUkj — элементы матрицы полных коэффициентов, А^— 
элементы матрицы кинематических коэффициентов, Ukj — элементы 
матрицы потенциальной энергии в центрально-силовой системе коор­
динат.

Выведем правило учета (5) в уравнениях (7), для чего решим (5") 
относительно исключаемой координаты:

здесь и ниже штрих у второй суммы обозначает, что суммирование 
по у(^ исключено. Записав (7) в форме
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м пtn7,= -2F»jr 2 M-W w
7=1 J=m+l

и подставив (8) в (9), получим:

т / а \ п / а-'

7—1 \ ' 7=т+1 ' '
т * п

= -2 2' w'^ (10>
7=1 7=т+1

где положено:

^. = ігг7+Гй^- W^Wu-W^- (И)

Итак, в итоге учета (5") система степени п перешла в систему 
п—1-й степени с коэффициентами (И). Порядок учета: в мат­
рицах полных коэффициентов из каждого столбца j, отвечаю­
щего колебательным координатам у^ валентно-несвязанных атомов i 
и k, следует вычесть, а к каждому столбцу j, которому соответствует 
валентная колебательная координата у} прибавить столбец t,
отвечающий исключаемой координате, умноженной на а. /а? и вычерк­
нуть строку t.

Выведенное правило отличается от правила учета, полученного' 
М. А. Ельяшевичем для валентно-силовой системы координат (2).

Вместо того, чтобы учитывать (5”) в матрицах полных коэффици­
ентов, его можно учесть в матрицах кинематических коэффициен­
тов А* и в матрицах потенциальной энергии U\

Выведем правила учета в этом случае. Для кинематических коэф­
фициентов справедливо соотношение (2)

2^ = 0, (12)
j

откуда
m п п—1 _

*-2*?-2*4- <12>
= 1 7

Далее,
/2 22 — 1 ГП П—1

2 А'М, + А'^и;,,
I 1 1=1 Z=m+1

или, принимая но внимание (12'),

m , п—1 „
Wjr^^AM + ^AjtUi, (13),

I I
где

и.г=и;г + а‘и;г, и;г. (14>
at at '
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Если учесть очевидное из (5) равенство

то уравнение движения 

можно представить в виде
т г т ' , п г \ п~1 . / »"\ *^=-2 + + 2 + л-

r=l L;=1 \ Z / l=m+l ' 1 J
л—1

- 2
r=m+l

(15)

Принимая во внимание (14), из (15) находим:

Ulr + а = ( ^гг+а“ ^lt ) + \У‘Г + Z U“\ аУ ( 6) 
Uf \ I I \ tit

аг „п / » аг , \ / « ar rT*\ai а-7\Uir--Uit=‘[Uir — -Uuj — ^tr atUttjat'

«" аг »п I * аг . ,*\ / г г* 1 аг г г* \ а1 <Л о\
Uir + — Uit = Utt} — I Utr+ al Uh) a/ (

(19)
at \ at / \ t ) ut

Итак, имеем правило учета: в матрицах кинематических коэффи­
циентов А* достаточно вычеркнуть столбец и строку, соответствую­
щие исключаемой координате; в матрицах потенциальной энергии к 
столбцам г, отвечающим валентным колебательным координатам 
уг (г = 1,2,..., т), необходимо прибавить, а от столбцов, которые со­
ответствуют координатам уг (г^>т), описывающим колебания несвя­
занных атомов по линии, их соединяющей, вычесть столбец t, отве­
чающий исключаемой координате, умноженный на аг/а(\ затем к 
строкам I, соответствующим валентным колебательным координатам 
уг прибавить, а из строк I, которые отвечают координатам
уг описывающим колебания несвязанных атомов, вычесть
строку t, соответствующую исключаемой координате, предварительно 
умноженную на / at, после чего вычеркнуть столбец и строку, от­
вечающие исключаемой координате.

Сформулированные правила существенно отличаются от правил 
учета, полученных М. А. Ельяшевичем (2) для валентно-силовой си­
стемы координат.
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