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При составлении дифференциальных уравнений движения жид­
кости в пористой среде обычно предполагается, что эта среда яв­
ляется неподвижной, а пористость ее постоянна. Уравнения фильтра­
ции жидкости с учетом того, что пористость среды может изменяться 
с изменением давления, впервые были установлены В. Н. Щелкаче- 
вым (г). Но легко себе представить случай, когда интенсивность 
фильтрации на отдельных участках может оказаться настолько боль­
шой, что под ее воздействием будут происходить не только дефор­
мация пористой среды, но и перемещения отдельных частиц среды 
на заметные расстояния. Это последнее обстоятельство будет, очевидно, 
приводить к местному размыву грунта. Поскольку проблема предот­
вращения или, по крайней мере, уменьшения возможности размыва 
грунта под действием фильтрации является теперь одной из важных 
проблем, постольку возникает необходимость привлечения к реше­
нию этой проблемы некоторой теории, связанной с математическими 
расчетами. В данной заметке мы делаем попытку нового вывода из­
вестных уравнений движения жидкости в пористой среде, позволяю­
щую подойти к проблеме деформаций грунта под действием потока 
фильтрации.

Рассмотрим движение смеси, состоящей из очень мало деформи­
руемых частиц пористой среды и сильно диформируемых частиц 
жидкости. Выделим параллелепипед с ребрами ДХр Дх2 и Дх3 и 
с вершиной в точке О с координатами xv х2 и х3. Отношение части 
общего объема параллелепипеда, занимаемой жидкостью, ко всему 
объему его называется пористостью среды; эту величину обозначим 
через т. Проведем через О элементарную площадку с нормалью п. 
Отношение той части площадки, которая занята частицами жидкости, 
к величине всей площадки назовем просветом и обозначим через sn. 
Величины т и sn будут зависеть от геометрической формы зерен по­
ристой среды и их взаимного расположения. Отношение массы всех 
частиц жидкости к занимаемому ими малому объему назовем плот­
ностью жидкости рж. Аналогично определяем и плотность пористой 
среды. Вектор скорости частиц жидкости обозначим через U, а век­
тор скорости частиц пористой среды через V.

Для вывода уравнений движения смеси воспользуемся уравнени­
ями переноса примерно так, как это сделано в нашей заметке (2).

За промежуток времени Д£ в фиксированном параллелепипеде про­
изойдет:
изменение общей массы на величину

ді + РсО - Дх2Дх3; (1)
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изменение вектора общего количества движения на величину

mU + pH—7n)V]AMXjAx2Ax3; (2)
01 L ж с

изменение полной энергии на величину

^[^<Мт + £ж) + pc(1 (^ + £с)] AMxj Дх2 Дх3, (3) 

где еж и sc суть внутренние энергии единиц соответственных масс. 
Через грань параллелепипеда, перпендикулярную к координатной 

линии Хр за промежуток времени Д£ во внутрь параллелепипеда бу­
дет внесено: 
общей массы

[рж51Ц + рс(!—(4) 

общего количества движения

[р^Ци-Ь рс(1 — sj Д/Дх2Дх3; (5)

общей полной энергии вследствие конвективного переноса

[р^Ц (т + еж) + Ре (1 -5>) (% + ес)]г ДМх2 Дх3; (6)

тепловой энергии вследствие теплопроводности

1 Г дТ" йГ.1— А Lx*5i + Хс (1 ~ S1) L,А^ Дх2 Алз> (7)

где Тс и Г» суть температуры частиц среды и жидкости.
Элементарный импульс и элементарная работа сил напряжений, 

распределенных по всей рассматриваемой грани, будут представ­
ляться в виде

- [РьЛ + РісО— ^Д^гМ».
— ІРіж и si + Picv (1 ” si)k A^ Ал2 д*з>

(8)
(9)

где р1ж, plc суть векторы напряжений, отнесенные, соответственно, 
к частицам жидкости и среды.

Рассматривая противоположную грань, мы получим те же выраже­
ния (4) — 9), но со значком Xj + ДХі внизу. Составляя разность соот­
ветственных выражений, мы получим соответственные изменения 
общей массы, общего количества движения и общей энергии внутри 
параллелепипеда. Аналогичные рассуждения можно провести и по 
двум парам остальных граней. Просуммируем эти изменения общей 
массы, количества движения и энергии, а также изменения количе­
ства движения и энергии за счет действия массовых сил, и резуль­
таты суммирования приравняем, соответственно,, выражениям (1), (2) 
и (3). После разделения полученных равенств на произведение 
Д^Дх1Дх2Дх3 перейдем к пределу, уменьшая все размеры параллеле­
пипеда до весьма малой величины. В результате мы получим следу­
ющие дифференциальные уравнения переноса рассматриваемой смеси:

+ -«)]+ УмД + ММНМ (10)
1=1 '
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Дифференциальные уравнения (10), (11) и (12) пригодны и для 
такой двухкомпонентной смеси, в которой могут происходить какие- 
либо внутренние процессы преобразования масс и внутренних энергий 
обеих компонент.

В рассматриваемом нами случае движения жидкости в подвижной 
пористой среде превращения массы одной компоненты в массу вто­
рой компоненты не происходит; масса каждой из этих компонент 
внутри фиксированного элементарного объема может изменяться лишь 
за счет хода и выхода самой же массы этой компоненты через гра­
ницы. По этой причине уравнение изменения общей массы (10) будет 
распадаться на два независимых уравнения изменения массы каждой 
компоненты, которые представляются в следующем виде

+ 2 Д[Рж^Ц]=о;
(13) 

а 3 а
[Рс (1 - т)1 + 2 [Рс (1 — s;) К] = °-

/=1 г

Учитывая соотношения (13), уравнение изменения количеств дви­
жения (11) можно представить в виде

dU . /. , dV . । dU , /, dV 1тРж д7 + 0 ~ т) Рс + 2 IM67* Тх. + Рс 0 - дД | =
І=1 ' ‘

3

= F-[mP1K + (l — ™)рс] + 2 + (14)
/=1 '

Таким образом, необходимыми уравнениями движения механиче­
ской смеси должны служить уравнения (13) и (14).

Чтобы от Случая подвижной пористой среды перейти к случаю 
неподвижной пористой среды, необходимо в уравнениях (13) и (14) 
положить скорость V равной нулю и, кроме того, присоединить 
к этим уравнениям уравнения равновесия самой пористой среды. При 
составлении уравнений равновесия пористой среды мы должны учесть 
не только массовую силу F (1—/те) рс и вектор напряжения (1—sf)p , 
но и вектор R результирующего воздействия жидкости, проникаю­
щей через поры среды. Эти уравнения равновесия пористой среды 
представятся в виде



Учитывая уравнения (15), дифференциальные уравнения движения 
жидкости в неподвижной пористой среде можно представить в виде

4 + 2 Д =0;

3 3
2 Рж5г^Д = ^Рж-к+ 2 Д^я-ж)- (16)
І=1 І=1 '

При переходе к фиктивным скоростям первое уравнение (16) бу­
дет совпадать с уравнением неразрывности (1.1), приведенным в книге 
Л. С. Лейбензона (3), что же касается второго уравнения (16), то оно 
будет совпадать с уравнениями (4.2) той же книги, если пренебречь 
всеми инерционными членами в левой части и положить

R = т j U, s;p; = — тр (i + j + к), (17)

где р есть давление.
Таким образом, для решения задач о деформациях грунта под 

действием потока фильтрации необходимо использовать уравнения 
равновесия (15), в которых вектор R играет роль объемной силы, за­
висящей от положения рассматриваемых частиц грунта. Этот вектор 
как вектор-функция координат будет известен из (17), если предвари­
тельно будет решена задача о фильтрации на основании уже извест­
ных уравнений.

Заметим, что если в уравнениях (10), (11) и (12) положить рс = 0, 
то получим дифференциальные уравнения движения дискретной среды

а 3 а-щ(т?ж)+ 2Д(Рж5Д) = °> 
і=і 1

, 3
IF (^Ржи) = F т9ж + 2 [Р;,Л - Рж*Ж,

І=1 ' (18)
д Г /U2 . Г]

■ж ■ /Ир ( -4- S ) =dt L Гж' 2 ж/J

з , 
= РтРжи + 2^ [р/ж^и - Ст + еж) + I Д1]

Дифференциальные уравнения (18) перейдут в хорошо известные 
уравнения движения сплошной среды в пространстве (уп у2, у/3), 

s, 
если положить s, = const; т = const; х. = — у..
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