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Исследуем неустановившееся плоско-радиальное движение одно­
родной упругой жидкостр по линейному закону фильтрации к гидро­
динамически совершенной скважине в упругом пласте бесконечно 
большой протяженности. Режим пласта упруго-водонапорный. Предпо­
лагается, что скважина пущена в эксплуатацию с постоянным объем­
ным дебитом Q. Вокруг скважины Ас радиуса Rc (см. рис. 1) имеется 
кольцевая зона / с внешним радиусом R, внутри которой пласт имеет 
пористость проницаемость Ар коэффициент пьезопроводности а?, 
коэффициент упругоемкости р*. Во всем остальном пласте (в зоне 11} 
соответствующие величины имеют значения тг, А2, al 3*> т. е. в усло­
виях задачи учитывается различие в физико-геологических характе­
ристиках пласта вблизи и вдали от скважины.

Требуется определить давление p(r,t) в любой момент времени t 
(после пуска скважины) в любой точке М пласта, удаленной на рас­
стояние г от центра О скважины, если в начальный момент давление 
во всех точках одинаково и равно р0. Математически задача форму­
лируется следующим образом (т): требуется решить дифференциаль­
ные уравнения

+ = О0. (1)
1

дЕ г дг £ dt ' г-Ж, (2)

при соблюдении таких начальных и граничных условий:

Pi(r, 0) = р2(г, 0); p^R, t) —P2(R, t); •
(3)

dr ’
где ц — динамическая вязкость жидкости, b — мощность пласта, 
Pi и Pi — пластовые давления в зонах / и II.

Для решения сформулированной задачи воспользуемся функцио­
нальным преобразованием Лапласа (2,3)

[р (г, г1)] = Р (г, s) = J р (г, t) e~st dt, (4) 
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причем P(r, s), есть „лапласово изображение" функции (оригинала) 
р (г, t). Преобразование Лапласа (4) сводит задачу интегрирования 
уравнений (1) и (2) к интегрированию обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений, решения которых, учитывающие начальное условие, 
имеют вид:

Ру (г, $) = г) + ВгК0 (5)

р2(м) = л2/0&г) + вл(^-И+|. (6)

где Jo и Ko— модифицированные функции 
Бесселя нулевого порядка первого и второго 
рода. Четыре произвольных постоянных Д, Bv 
А2, В2 определяются из четырех граничных 
условий (см. последние четыре равенства (3)), 
которые предварительно подвергаются преобра­
зованию Лапласа. Допустим, что k^ = k2 = k, 
а^ — а2 = а, т. е. предположим, что пласт одно­
роден. Тогда граничнуе условия упрощаютс 
и равенства (5) и (6) примут вид:

Pl (n S) = Р-2 (г, s) = —
Da

s Ks (7)

Для перехода от изображения к оригиналу рассмотрим два край­
них случая.

Первый случай. При больших значениях s (т. е. при малых 
значени х времени t) можно воспользоваться асимптотическими пред­
ставлениями функций Jo, Ко, Ji, Ki и в этих представлениях ограни­
читься лишь первыми членами. Тогда вместо (5) и (6) получим:

Pi (г,«) ’ sYT* r l_ee-2(R~Rc)VTla1 + S ’ (8)

Pi (r, s)
Dat (1 + e 

5 Ks

-(r-R)Vs la2-(R-Rc)Vs /a, 

i_e-^R-Rf.)VTlal
+ 4’ (9)

где
___ ^1^2 ^2Я1 I I I 

^1Я2 4" ^2Я1

Преобразуя формулы (8) и (9) с помощью равенства

 1 _ _ у s*-l е~2 (V—1 > (R—R^ )УГі а, 
. -HR-R^Wlai 1 — ее_______ с v=l

(10)

(И)

и используя таблицы (3) для перехода от /.-изображений к оригина­
лам, получим:

Р. (г, t) = 2^ {/4 e~V“~ +

+ 3 г + е~'^ - erfc (rr) ~ erfc (12)
v=l 1
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р2 (г> 0 — ^Dax (1 + s) {1/ — e '•1 f — £3 erfc f-feA + 
r r l~ W t J

+І4^е’С/< erfc (r^)l} + A” (13)

где erfc (x) — 1 — erf(x), причем erf(x) есть интеграл вероятностей; 
кроме того,

r~Rc £ __ 2v (R - Rc) + (г-RJ ^(R-RJ-(r-RQ)
2a! ’ 2ax ’ ~ 2ax

(14)
1 (R-Rc 

13 2 \ ax
5< = ±[(2v+1)^ + r-/?l 

«2 J

Полагая в (12) г = Pc, найдем давление pc(t) на стенке скважины:

т + 22«’[/
v(R-Rq) ^(R-R)^
—------ erfc---------- L

ai а! V t J J (15)

В условиях однородного пласта, судя по равенству (10), е = 0, 
и потому равенства (8) — (15) могут быть переписаны в следующем 
упрощенном виде:

Ру (Г, S) = Р, (г, (16)

Pi (г, t) = р2 (г, t) = - Da [2 1Л— e-('-Kc)W _

<17>

08)

Для уточнения результатов, выводимых из формулы (7), удержим 
в .асимптотическом представлении функций Ко и Кг не по одному 
члену, а столько, чтобы в правой части приближенного равенства (16) 
получить следующий член порядка s-2. В таком случае формулы (17) 
и (18) заменяются более точными, хотя и более сложными формулами. 
Так например,

Qy. Г 2 , / a2t 1 а2/
2^bk [pV И Л2 2 R^ (19)

Второй случай. При малых значениях $ (т. е. при больших 
значениях времени t) можно воспользоваться разложением функций 
Jo, Ко, К, Ki в ряды и ограничиться лишь первыми членами рядов.
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Тогда вместо (5) и (6) получим:

Л (г, s) = 5 L А2 \ -аг ) r J 5

DR^ 
Рг <Г, S) =

[с + 1П । Ра

(20)

(21)

причем постоянная Эйлера С=0,5/72. Пользуясь таблицами опера­
ционного исчисления (3), найдем искомые оригиналы рг и р2, соответ­
ствующие Z-изображениям Рх и Р„ определяемым равенствами (20) 
и (21):

Р> (г, t)=p0- DRC [in f (IС + in (22)

Pi (r, t)=p0- DRC (in _ I С). (23)

В условиях однородного пласта формулы (20) — (23) и формула 
для давления pz на стенке скважины примут вид:

(24) »> у Ш /о ' '

Л (r,t) = р, (r,t)=p„-DR. (in 5гр--|с). (25)

Л«)=Л-Й*(Ш^-С). (26)

•
В статье (4) американских авторов выведены формулы (18) и (26), 

но они получаются при весьма частных предположениях (при г = Rc и 
только в условиях однородного пласта) из выведенных нами формул 
(12) и (22).

Сравнение рассмотренного здесь решения с решением задачи мето­
дом численного интегрирования (4) позволяет утверждать, что исполь­
зование выведенной нами приближенной формулы (19) гарантирует 
точность подсчетов до 1% при к <^0,05 и точность до 10% при 
т % 0,4, где т — видоизмененный параметр Фурье (4), равный a~t! RI. 
Использование приближенной формулы (26) гарантирует точность под­
счетов до 1% при т%100 и точность до 10% при т%6.

Итак, выведенные здесь формулы не позволяют (при условии, 
чтобы погрешность не превосходила 10%) подсчитывать давление на 
стенке скважины в диапазоне 0,4%т<(6. Вывод простой формулы 
для подсчетов давления в упомянутом диапазоне изменения величины т, 
а также точная оценка границы применимости более общих выведен­
ных здесь формул являются предметом специального исследования.

Согласно известной термо-гидродинамической аналогии можно счи­
тать, что найденное решение исследуемой задачи теории фильтрации 
одновременно является решением родственной задачи теории тепло­
проводности.

Поступило
8 VI 1951
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