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ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
В ОКРЕСТНОСТИ ИЗОЛИРОВАННОЙ ОСОБОЙ ТОЧКИ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 4 VI 1951)

•• .Jn
X ----——-- суть линейные дифференциальные операторы, коэффи- 

0х^... дхпп _
циенты которых являются комплексными функциями действительных 
аргументов хъ . . . ,хп определенными в некоторой области D.

Пусть каждый коэффициент при производной порядка j непрерывно 
дифференцируем в этой области j +1 раз(£>0) (кроме того, если 
s=l, коэффициенты при производных первого порядка предпола­
гаются непрерывно дифференцируемыми 2 + t раз). Пусть, наконец, 
det ( 2 ’ ■'в (х) аф... а^я) отличен от нуля для всякой точки

Л+- • -+1П=^
х = (xv ..., xn)£D и произвольной ненулевой действительной точки 
а = (аъ . . . , а„) (матрица А (х,-^ j — эллиптического типа^.

Как указывалось в сообщении (1), при сделанных предположениях- 
во всякой конечной области V, лежащей в D вместе со своей грани­
цей, существует нормальная фундаментальная матрица ы (5с, у), соот­
ветствующая матрице А (х, ^), имеющая при х, y^V, х=Ку, произ­
водные вида: 

^>+.. .+*„+/,+..  .+/„ 
дх*' ... дх^ду1^ ... ду\п

* Функция <р (х, у) принадлежит классу Кт, если при х, y£V, хфу, <р (х, _у) не­
прерывна и j X —у |'”ф (X, у) (при т>0), или <р (х, y)/lg | х —• у | (при т = 0), или 
<р (х, у) (при т < 0) ограничена.

ы (х, j) (^і + • • • + і, Л + •. • + In

принадлежащие, соответственно, классам . ,+А+г1^ Этот
результат характеризует особенность фундаментальной матрицы ы (х, у). 
Фредгольм (2) исследовал характер возможных изолированных осо­
бенностей решений уравнений теории упругости, выражая их главную 
часть через фундаментальную матрицу и ее производные; сходным 
методом здесь будет рассмотрен этот вопрос в более общих предпо­
ложениях, указанных ранее.

Это исследование основано на следующей лемме.
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Лемма. Пусть число t (введенное при описании свойств А /л, А н 
не меньше s.

Тогда для каждой точки у СП можно указать такие матрицы — 
решения уравнения А' (х, и=0 * . kn (х, у) (0^^+...+ kn<ty

* Для функциональной матрицы Т Т' обозначает транспонированную матрицу, 
для операторной — сопряженную.

** См. (3), стр. 57.

непрерывно дифференцируемые t раз по х в некоторой окрестно­
сти Dy точки у, что для всякого столбца — решения и(х) этого 
уравнения, непрерывно дифференцируемого s раз (и, следовательно, 
t раз, см. (*))  в некоторой окрестности точки у имеет место 
представление

м W = 2 9^.. .kn (х, у) ----------у- и (у) + Rw (х, j);
о<#1+. • •+»„</ йу^...дукпп

(1)
/.+• • -+in-t у,+- ’ -+‘п

дх[1... дх^ R^ (х, у) ограничено при . + ln<^t.

Наконец, в случае аналитических коэффициентов операторов 
матрицы А (х,в разложении (1) можно полагать t бесконеч­
ным и получающийся ряд и ряды, полученные почленными диффе­
ренцированиями, равномерно сходящимися.

Справедливость утверждений леммы для аналитического случая 
следует из известных результатов теории аналитических дифферен­
циальных уравнений. Доказательство леммы для неаналитического слу­
чая следует из представления решений через фундаментальную 
матрицу и справедливости леммы для аналитического случая.

Как указывалось в (]), можно определить такие билинейные 
матричные, дифференциальные Вх(и, v) (значок х указывает аргумент 
дифференцирования в этих формах), что для любых достаточно глад­
ких функциональных матриц подходящих размеров

п

и (х) А (х, (х) — (А' (х, и' (х)) 'V (х) = 2 #1 {и (х), v (х)). (2)
•

Пусть теперь ф (х, z) есть функциональная матрица, определенная 
и непрерывно дифференцируемая s раз по х при х, z^V, х^ z, удов­
летворяющая условию А^х-^^(х, z) = 0. По определению нормаль­
ной фундаментальной матрицы ы (х, у/) со' (у/, х) есть фундаменталь­
ная матрица, соответствующая А' (х,-^ .

Пусть S есть поверхность, ограничивающая достаточно малую 
допустимую область **,  содержащуюся в D вместе с границей; у, z б V, 
у =j=z\ Sy, Sz суть достаточно малые сферы радиуса р с центрами у, z, 
соответственно. Тогда из (2)

л-1 г
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п—1

+ $ • • • $ 2 B{ (w (J, x), ф (х, у)) dxS + 
sz /=і

П—1

+ \ • • • \ 2 cos v, (х) Вх (w (у, х), ф (х, z)) dxS = 0. 
S 7 = 1

(3)

Здесь (х) (/=1, . . . , п) суть направляющие углы внутренней 
нормали к S в х.

По определению фундаментальной матрицы,
п—1 
~п

S S’} 2В{ (ш (у, X) ф (X, z)) dxS = -ф (у, 2).

Таким образом, используя (1),

Ф (b z) = — 2
0<й,+.. ,+ kn<t

n—1

3*1+- • -+*n
- —^(у, Z) X dzp ... dzfr

c n• • • \ XI Xi — Z: i r
_ ' 2 ——1 B’x ^kx... k (x, z), Ф (x, z)) dxS —
^z J=1 

n^l
'7”“^“^ n

— 2 -2—1 Bx (Rw (x, y, z), ф (x, z')) dxS +

n—1

+ \ • • • 2 cos (%) Bx (w (у, x), ф (x, z)) dxS.
S 7 = 1

(4)

Так как ^kl...kn{x, z) (k1 +. .. + суть решения уравнения
(х’ «Л7) u = 0’ т0 из ^“) Далее следует, что

n—1

5 • • Л 2 В’х (о;... (х, z), Ф (х, z)) dxS = -
SZ 7 = 1

не зависит от р.
Матрица

П—1 
---- *-----4 п
\ • ■ • \ s c°s VjB{ (w (у, х), ф (х, z)) dxS = ф0 (х, z)

5 J 7=1

представляет собою непрерывно дифференцируемое t раз по у в V 
решение уравнения А и = 0 (без особенности в точке z). 
2 ДАН, т. 79, № 5



дуе^тТореі^ замечаний из формулы (4) непосредственно сле- 

руеТма°8?разапоПхСтЬ ПР“ Хфу ^{Х'у) непРеРывно дифференте-

/1+ ■ ■ ■ +й„ I

dx*1... дхкп^ • • • + *n+n—о (^і + . . . + kn < s),
А{х^^^ =0‘

Тогда

0<*n<5

В случае,если коэффициенты операторов, составляющие мат­
рицу АІ^х, аналитические функции, в предположении, что 
dk, + ...ykn
дхкр дх^п Х’ (^і + • • • + < s) непрерывны, при х=ф у и

А (х’ дт) (х’ У) = 0’ случаем
со 5-1 + _ . . + k

*у)=,.........Д " ч*’ ■ ■ -w+* л

Из этой теоремы или непосредственно из (8) следуют также сле­
дующие предложения.

И- • • • +
1. Если |л-ур 1 — nptl +..,-j- kn<s,

ил1 • • • oxn x->y
то ф (x, у) непрерывно дифференцируема t раз no x в V (особен­
ность устраняется).

2. Если (при t^s—1 функциональная квадратная матрица 
^(х, у) обладает свойствами: при х=^у ср (х, у) непрерывно диффе­
ренцируема s раз по х в окрестности у и А^х, ср (х, у) = 0, для 
всякой s раз непрерывно дифференцируемой в окрестности у функ­
циональной строки и (х) имеет место соотношение

п—1г- * к п
Нт • • Д 2 (и W, 9 (х, у)) drS = и(у)

s/р
(? (х, У) есть фундаментальная матрица матрицы А (х, , то
9 У) — w (х, у) есть функция, s раз непрерывно дифференцируемая 
по X в окрестности у (и в точке у), удовлетворяющая уравнению
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