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МАТЕМАТИКА

О. ЛАДЫЖЕНСКАЯ

О ЗАМЫКАНИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 19 VI 1951)

Рассмотрим в конечной области Q «-мерного пространства 
(Хр...,Хп) уравнение

п п

l,j=l ;=1 OX!

эллиптического типа, т. е. такое, что для любых вещественных ., £я 
имеет место неравенство:

п п

2 аИ^1 «0. У Й яо = const > 0.
1,1=1 І=1

Сделаем следующие допущения: 1) коэффициенты ац (х) суть функ­
ции, непрерывно дифференцируемые в замкнутой области О, a at (х) 
и а (х) ограничены и измеримы в О; 2) контурная функция уп = 
=“ ІУі.•••,Уп-1^ дающая уравнение границы S области Q в местных 
координатах, дважды непрерывно дифференцируема по уъ...,у^ • 
3) уравнению Lu = 0 при граничном условии и = 0 удовлетворяет 
лишь «(х)=0.

о
Обозначим через X множество функций, дважды непрерывно диф­

ференцируемых в Q и равных нулю на S.
На линеале X оператор L имеет ограниченный оператор в норме 

гильбертова пространства Н обратный оператор (1), т. е.

||«|| = Л u2dn\'l'^C\\Lu\\. (2)
\ О /

0
Замыкание линеала X в норме

обозначим через IF. Функции из IF имеют обобщенные производные 
до второго порядка включительно, принадлежащие Н.

Кроме того, благодаря теоремам вложения С. Л. Соболева, имеет 
смысл говорить о предельных значениях на S как самих функций 
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а (х) из W, так и их первых производных (2). Именно, предельные 
значения самих функций будут почти всюду на S равны нулю, а пре­
дельные значения их первых производных суть функции, суммируе­
мые на S по крайней мере со второй степенью.

Рассмотрим оператор L на функциях из IF. Ясно, что Lu£H, если 
u^W.

Возьмем последовательность функций и„(х) из W такую, что 
fn = Lun сходятся в норме Н к какой-нибудь функции f^H. Тогда, 
оказывается, предельная для ип (х) функция будет также принадле­
жать W. Иными словами, имеет место следующее утверждение:

Теорема 1. Оператор Lu замкнут на IF.
о

Если множество значений Lu для и^Х плотно в Н*,  то из тео­
ремы 1 следует, что первая однородная краевая задача ’для уравне­
ния (1) разрешима для любой f (х) из Я и ее решение принадлежит 
IF, иначе:

* Достаточные для этого условия даны в работе Жиро (3), а именно: производные 
третьего порядка от и производные второго порядка от щ должны удовлетворять 
условию Гельдера в О, а производные первого порядка от а непрерывны в f}. Функ­
ция уп = ь> (уъ .. ., уп^) должна иметь непрерывные производные до четвертого 
порядка.

** В статье (4) эта теорема дана для оператора Лапласа. В указываемом здесь 
объеме она была доказана мною и использована при исследовании рядов Фурье для 
гиперболических уравнений (6).

k

Теорема 2. Оператор L устанавливает взаимно-однозначное 
соответствие между функциями из IF и Н.

Теорема 1 есть непосредственное следствие следующей теоремы, 
доказанной автором настоящей заметки:

Теорема 3**.  Пусть коэффициенты аи(х), a-t(x) и а (х) имеют 
непрерывные в Q производные до k—2-го порядка, если k 3; если 
же k = 2, то коэффициенты ац должны быть непрерывно диффе­
ренцируемыми, а-: и а — ограниченными и измеримыми в Q. Кон­
турная функция уп = (у^, ■ . . , T„_i) k раз непрерывно дифферен­
цируема.

Тогда для функции и(х), имеющей в замкнутой области непре­
рывные производные до k-го порядка и удовлетворяющей на S усло­
виям

и \s = Lu\s = L (Lu) \S = ... = L~ 2 и |s = 0 ***

S а^Ц-^cos (n, Xj) + hL'u — 0, / = 0, 1, 
i,j=i oxi Ji

ведливы следующие равенства

или г k — 1 Т\
J/ спра-

I2ryi(u) = Л (Lru) + far (и) 
hr (и) = /0(Ги) + ^^ (и)

где

для k = 2г + 1; 
для k = 2г,

г г \ С ХР ~ ди диL (и) = \ Л аи,.. . а:, и -т------д— -5------- 5— d&,V ’ J . , 171 ОХ; .,.дХ; 0X1 ...дХ; ’я '1... ч. и.....л = 1 н Ч л л

г#__ | 
вместо —о—*** В статье (4) по недосмотру автора указано

724



а для. интеграла Rt(u) справедлива следующая оценка-
I

т" 2 4 (») + (и),
5=э (4)

имеющая место для любого 0-<е<;1.
Далее из (3) и (4) следуют неравенства

2r-H г
2 R (и) ^^2 14 (Lsu) + Для А = 2г + ц

5=1 5 = 0 ’

2г г г—1
2 R (") < сг 2 4 4-0 2 Л (і?н) для k = 2г.
5=1 5 = 0 5 = 0

О
При k = 2 из этой теоремы следует, что для и£Х имеет м .сто 

неравенство

4 («) < О [4 (М 4- Л (и) 4- 4 («)]•
Но известно, что

о 
4(и)<с3 [I0(Lu) + 4(м)]> если и€<5?,

и так как, в силу (2),
4 (и)< с'4 (Lw), 

то
4(и)4-Л(и)4-4(«Хо4(^«)- (5)

Неравенство (5), справедливое для любой функции из <5?, будет 
тем самым справедливым и для функции из W. '

Возьмем теперь последовательность ир (у) из W такую, что f — Рц 
сходятся в норме Н к какой-нибудь функции f^H. Тогда из нера­
венства (4) следует, что

\ир — «Juz-*0 при р, q-> оо,

т. е. предельная для ир(х) функция и(х) будет также принадлежать 
W и равенство Lu— f выполняется почти всюду в Q. Итак, теорема I 
доказана. 0

Аналогичное утверждение справедливо и для линеала X', элемен­
ты которого удовлетворяют другому граничному j словию, именно:

п \

2 аи ат cos (n- 4- М = о,
/,/=1 охі Js

где n — внешняя нормаль к поверхности S.
Поступило 
18 VI 1951
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