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В нашей заметке Ц) были перечислены необходимые условия экстре­
мума для разрывной вариационной задачи с подвижными концами, 
причем условие Якоби было сформулировано в терминах знака второй 
вариации. Здесь мы хотим сформулировать это условие в терминах 
фокальных точек и собственных значений. Наши исследования суще­
ственным образом опираются на методы, примененные в работах (2~4) 
для обычных вариационных задач.

Давая определение фокальных точек кривых Lr и Ь2 с помощью 
разрывного решения склеенного уравнения Эйлера, мы доказываем 
следующее утверждение:

Условие Якоби в терминах фокальных точек. Пусть 
неособая ломаная экстремаль Е1й2пересекаетсякривыми Lv Lo, L2 с 
соблюдением условий трансверсальности и условия разрыва соответ­
ственно в точках 1, 2,0. Пусть EWi удовлетворяет условию (III) (’).

Тогда для того, чтобы вторая вариация вдоль Е102 была 
неотрицательна, необходимо, чтобы между точками 1 и 2 на Д102 
отсутствовали фокальные точки кривых Lr и Ь2.

Для того чтобы вторая вариация J2 (у, т) была положительна, 
необходимо, чтобы на Е1(>2 отсутствовали фокальные точки кри­
вых Lr и Ь2 в закрытом отрезке от 1 до 2.

Впервые это условие было доказано при сильных ограничениях 
(посредством теоремы об огибающей) в работе (5).

Можно доказать также более сильное утверждение.
Теорема 1. Для того чтобы вторая вариация была не­

отрицательна, необходимо и достаточно, чтобы кривые Lv и Ь2 не 
имели фокальных точек на Д102 и для разрывных решений и (х) и 
v (х) склеенного уравнения Эйлера, нули которых определяют фокаль­
ные точки кривых Ly и Ь2, выражение vu'—v'u либо равнялось нулю, 
либо имело тот же знак, что и произведение uv для любого зна­
чения х из интервала (хг, х0) или (х0,х2).

Для того чтобы вторая вариация J2 (ц, т) была положительна, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись требования первой 
части теоремы с добавочным условием, что vu' — ип'^=0 для лю­
бого х из упомянутых интервалов (ср. (4), стр. 217).

Из этой теоремы, в частности, вытекает для разрывной задачи аналог 
известного необходимого условия Блисса о распределении фокальных 
точек в задачах с двумя подвижными концами.
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Теперь дадим условие Якоби в терминах собственных значений 
Рассматривая функционал

/ (т), Т, X) = + (Ьо + 60) То + ^2 +

+ [2ы (Х, 7), 7]') -- Хт)2] dx + [2<О (Х, 7], 7]') — Хт;2] dx (1)

с условиями (А)^) и сформулировав для него вторичную разрывную 
задачу, убеждаемся, что совокупность т) (х), тр т0, т2, которая реали­
зует минимум функционала I (-ц, т, X), должна удовлетворять граничной 
задаче

d = 

^Ч’-^ + Хт]^
^^-Wi + X7’ = 0’

('Я) = Чт1> (-*о) ~ ^0т0’ +
(хо) = С0Т0, 7) (х2) = С2т2,

(А) =
С 2 (Х2) “   ^2^2’ '

С<>Ыў'(Хо) Со^, (*о) = — (^0 + ^о) то-

У равнение + Хт] = 0 мы будем называть склеенным урав­
нением Штурма — Лиувилля.

Совокупность т) (х) ф 0, тр т0, т2, удовлетворяющая граничной задаче 
(2) с некоторым значением X, назовем собственной функцией, а соот­
ветствующее ей значение X — собственным значением/

Имеет место следующая основная теорема.
Теорема 2. Для того чтобы вторая вариация I (т), т, 0) = J2 (тр т) 

была неотрицательна в классе всех допустимых совокупностей ва­
риаций т) (х), Tj, т0, т2, удовлетворяющих условиям (А), необходимо 
и достаточно, чтобы наименьшее собственное значение \ граничной 
задачи (2), связанной со второй вариацией, было неотрицательным.

Для того чтобы вторая вариация в классе тех же со­
вокупностей вариаций была положительна, необходимо и доста­
точно, чтобы имело место неравенство Х2>0.

В доказательство теоремы 2 используются следующие вспомога­
тельные утверждения. Сначала мы даем теорию Гамильтона — Якоби 
для первичной и вторичной разрывных задач. В частности, доказываем, 
что существует семейство канонических экстремалей

у = у (х,а,Ь),
ХЛ^<Х<Х2('(), (3)

z = z (х, а, Ь),

содержащее £10, при а = а0, b = b0, х1<х<х0, x0<x<x2, причем 
в (3) функция г(х, а, Ь) имеет разрыв 1-го рода при х = х0 (в), подчи­
ненный первичному условию разрыва (^.

Далее мы строим аналог известной квадратичной формы Морса (3) 
заменяющей вторую вариацию в задачах с подвижными концами’ 

именно, форму Q (Tn т0, т2, X).
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Функционал I (у, t, X) будем называть положительно определенным 
относительно заданного X и условий (А), если он положителен для 
любой разрывной функции класса D1*,  удовлетворяющей усло­
виям (А), причем т;(л)^0.

* Когда мы говорим, что разрывная функция т; (х) принадлежит классу D1, то это 
значит, что т, (х) имеет разрыв 1-го рода при х = х0, а щ (х) и т; (х) принадлежат клас­
су D'.

Справедливы следующие леммы.
Лемма 1. Если кривая Е102 не касательно к кривым Llt Lo, L2 

и удовлетворяет усиленному условию Лежандра (ПГ), то для доста­
точно больших по абсолютному значению и отрицательных \ функ­
ционал I (у;, т, X) будет положительно определенным.

Следствие. При достаточно больших по абсолютному значению 
и отрицательных X квадратичная форма Q (тх,т0, т2, X) существует и 
является положительно определенной.

Лемма 2. Если т)(х)— собственная функция, удовлетворяющая 
граничной задаче (2) с постоянными тх, т0, т2 и К то для этих по­
стоянных выполняется равенство:

/ (т), т, X) = 0. (4)

Наконец, нам нужна еще следующая лемма.
Лемма 3. Наименьшая верхняя грань Хх значений X, для кото­

рых функционал 1 (?), т, X) является положительно определенным, 
есть собственное значение граничной задачи (2).

Из теоремы 2 сразу следует
Необходимое условие Якоби в терминах собствен­

ных значений. Для того чтобы кривая Ew, о которой говори­
лось выше, реализовала минимум функционала J, необходимо, 
чтобы имело место неравенство Х,^0, где Хх— наименьшее соб­
ственное значение граничной задачи (2), связанной со второй вариа­
цией J2(т), т).

Нетрудно доказать, что найденное условие Якоби в терминах соб­
ственных значений эквивалентно упомянутому аналогу условия Блисса 
для задач с двумя подвижными концами.

Далее мы можем доказать, что вся экстремальная и минимаксная 
теория собственных значений, приведенная в (2,6) для обычных задач, 
обобщается на разрывные задачи рассматриваемого типа.

Если кривая разрыва Lo вырождается в прямую х = х0, то вся тео­
рия разрывной задачи значительно упрощается. В частности, в усло­
виях для концов (А) при х = х0 мы имеем

(ло) = (*о)  = то> (5)

т. е. теперь допустимые функции для вторичной разрывной задачи сами 
являются непрерывными, а их производные при х = х0 претерпевают 
разрыв 1-го рода. Кроме того, в выражении для мы имеем
Ьо + Ьо = 0, поэтому условие разрыва для вторичной разрывной задачи 
принимает вид:

%- 71 (*o)>  V (-*о)]  — (х0), V W] = 0. (6)

Наконец, для разрывной задачи рассматриваемого типа можно иссле­
довать случай периодических экстремалей и доказать соответствующие 
теоремы 1 и 2.
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Исходя из сказанного выше и результатов работы Р), можно сде­
лать вывод:

Необходимые условия экстремума в разрывной ва­
риационной задаче с подвижными концами. Для того 
чтобы допустимая кривая Я102 реализовала слабый относительный 
минимум функционала J, необходимо, чтобы она удовлетворяла 
условиям (I), (Г), (Г), (III) и (IV). Для того чтобы f102 реализовала 
сильный минимум функционала J, необходимо, чтобы она, кроме 
перечисленных условий, удовлетворяла и условию (II).
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