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(Представлено академиком С. Л. Соболевым 13IV1951)

Пусть имеется п плоско-параллельных слоев (bi—i i =
= 1, 2,..., п), заполненных средой, в которой теплота распростра­
няется посредством теплопроводности. Пусть в г-слое теплопроводя— 
щая среда находится в mi фазовых состояниях, характеризуемых 
коэффициентами теплопроводности kij, температуропроводности ау, 
температурой и скрытой теплотой перехода &и(х) и УчАх), соответ­
ственно. Пренебрегая объемным эффектом фазового перехода, отно­
сим АА-А к единице объема образующейся фазы. Процесс фазового 
перехода считаем протекающим без переохлаждения и перегревания. 
Коэффициенты kij и считаем постоянными.

Пусть х =уц(t) —положение границы раздела фаз в слое i (j = 
— 1, 2, .. ., mi — 1) и UiAx, t) — температура фазы (г, j). Требуется 
определить Uij(x, t) и уис^), исходя из условий:

„ д2Цц ди,:
aU~dx2'= ~дГ ’ Уі,1-і^Хх<Уі,і^’ Ую^—^i-v Уцт^^Ь’ U)

Иц (^о> О— fa Hn,mn(ln, t)—fAA Ujj (х, 0) — (?ij(x)', (2)
Ui, (4 t) = ui+1,1 (h, t); (3)

h’, тпі^Ні, = ki+l, 1 Ui+1, l (ІІ, t)’, (4)

j = 1, 2, . . ., m.- 1; (5)

K % И) Au И = S . Ж“ж.)

<6>
Задача (1) — (6) является наиболее общей из всех рассматривав­

шихся до сих пор одномерных задач уравнения теплопроводности 
для многослойной среды с неизменяющимся числом фаз. Она вклю­
чает в себя, в частности, задачу Стефана для случая чередующихся 
фаз, рассмотренную недавно А. Дацевым (х) (при п = 1, Ау = Х0 = 
= const, Фу = &0 = const), задачу о распространении тепла в п плоско­
параллельных слоях с неизменяющимся фазовым состоянием, решен­
ную для случая излучения на границе по закону Ньютона С. С. Ков­
нером (2) методом контурных интегралов и позднее рассматривавшуюся 
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снова А. Дацевым (3) (при т, = 1, z = 1, 2, . . ., п). Предположение 
о зависимости &и и Ху от х позволяет включить в рассмотрение важ­
ную с геофизической точки зрения задачу о распространении тепла 
в среде с изменяющимся фазовым состоянием в случае зависимости 
термических параметров среды от давления.

Пусть ^(і) = ~йй(уік(і); t) (k = j—l, j- j = 1,2, ..., m-, A^=0; 
k 4= mi). Пользуясь методом, развитым нами при решении задачи 
Стефана в двухфазном случае (4), сводим задачу к системе функцио­
нальных уравнений типа Вольтерра для определения ъЩ) и yik(t). 
Опуская вывод, выпишем эту систему:

(t; (т); у1к (т); (т)>2 J <^) Е (уim(t)-b Щ) d^-
Чу-і

- 2 J (T) Д E ^У im W - У ік aij - T)) -

0
- W У л (T) E (У,т W —Уік w, al (t - т))]4=/_^т,

j = 2, 3, .. ., mi — 1, z = 1, 2,. .., л; m = j — 1, j-, (7)

^/+1, i = ^і, fi (T)J J'i-H.iW’ ^+1, iW’ J';+i(T)) =

= 2^+1,1 Gt (yi+lt 1 (0. <•; «f+1,1t) +

+ 2 11 %+i, i (?) Gi (yl+1,1 Ъ a^ /) d^ +

+ 2“?+i, 1 (f, M я °> О-ж,. № - T)) Л -
6

/ г d
“ S L^+1> 1 1 ^'+і, i (T); аж,і(^—T)) +

6
W)^^!, i (т) tVf+i, i (^)> i (т)> а^+11(і т)) ] dr, (8)

1 (0 = 1 1W; у I, y^mi Уі. mi _ 1 (t); fl (t)). (9)

Здесь E(x, аЧ) — фундаментальное решение уравнения теплопро­
водности, Gfx, a1 (t — т)) — функция Грина второй краевой задачи 
для полупрямой x^li (i — 0, 1, .. ., п). Наконец, ft(t) означает тем­
пературу фаз (i, mi) и (z + 1, 1) на границе их раздела x = h (i = 
= 1,2,..., п — 1) либо температуру концов х = /0> х = ln. Vfl~1 полу­
чаем из V7+11 заменой индексов и переменой знаков во всех слагае­
мых за исключением второго. В уравнения (7) — (9) входят неизвест­
ные температуры f-^t) (z = 1, 2, . .., п — 1). Выражаем их через v^ft) 
и Уік (t) так, чтобы были выполнены условия (4), пользуясь методом, 
развитым А. Дацевым (3). Пусть, для определенности, mi+i4=l, mif=l.
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Положим gl (х, a2 (t — -г)) равной функции Грина первой краевой за­
дачи для полупрямой х s Ц. Должны иметь:

иж,1 = а/+1,1 j ft (т) Sfx, а1+1,1 +
о

+ $ {al+i, i^+i, 1 W Si (х, Хж i а?+Ъ 1 — +

+ $ж, i (Уж. 1 W) [Д+1> j (т) g, (х, yi+K j (т), 1 (t - т)) —

-al+i,i^Si(x, X+i,iW; (10*>

Дифференцируя по х, интегрируя по t от 0 до s и переходя 
к пределу при x-+lt, получим

^ж, 1 (s) =]ln) J «ж, 1 dt =

р dt=Fi+i, 1 (s) + J ft W аж.!^-^ ' (10)

Аналогичное выражение получим для Qli>mi(s)- Интегрируя усло­
вия (4) по t от 0 до s и сопоставляя результат с (10), придем к ин­
тегральному уравнению Абеля относительно Обращение этого 
уравнения дает

---------------Ж-------------- (11)

Здесь

Если mt+i = l либо Ші=\, в выражение Ut,mi либо «ж,і нужно
ввести вместо gt функцию Грина для отрезка li\ либо [Ц, /ж]- 
В этом случае мы придем не к уравнению Абеля, но к его обобщен­
ному уравнению. Поэтому fi(t) определится не в виде квадратуры (11), 
но как решение интегрального уравнения Вольтерра второго рода,
которое мы не выписываем за недостатком места. 

Итак, во всех случаях

ft W — fi (f У>. mj-l; -Уж, Г ; W+l,r ff (12)

Таким образом, мы пришли к системе функциональных уравне­
ний (7), (8), (9), (12), которая замкнется, если к ней присоединить 
условия Стефана (6). Эта система может быть решена методом по­
следовательных приближений, определяемых равенствами

п = ут п-1 уП-1 уП-1 (т). ўп-1 (т). ул-1 (т));

fl (0 = fi УІ^і-i <^іь n_11 : /Г1
V" (t} — kljV^'n ~ ki'J+lV^’ ^+1 yn = I + ( yn d

Нулевые приближения выбираются произвольно.

(13)

223



Доказательство сходимости процесса и единственности решения 
осуществляется так же, как и в (4). Как и там, существенным яв­
ляется требование неизменности числа фаз. Выполнение этого требо­
вания для достаточно малых t гарантировано неравенствами (6). По­
мимо существования и единственности решения систем (7), (8), (9), 
(12), (6), без затруднений проходит доказательство устойчивости 
решения относительно краевых и начальных заданий и термических 
характеристик среды, данное нами для однослойной задачи в (5).

В заключение заметим, что температуры «у (х, t) выражаются че­
рез и квадратурами типа (10*). Так же как в (4) без труда 
доказывается, что эти квадратуры удовлетворяют всем краевым усло­
виям задачи. Все доказательства проводятся в предположении дву­
кратной непрерывной дифференцируемости функций fk (7), (j —
= 1, 2.............. k = 0, п; 7=1, 2, . . ., п).

Уфимский нефтяной Поступило
научно-исследовательский институт 25 III 1951
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