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МАТЕМАТИКА

А. ПОВЗНЕР

О ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИИ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 
УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА

(Представлено академиком И. Г. Петровским 14 У 1951)Мы будем, для определенности, рассматривать во всем про­странстве Е уравнение X и + Хц = f, где X и = Ди + С (х, у, z) и. Ре­зультаты легко обобщаются на случай произвольного оператора эллип­тического типа, рассматриваемого в области, внешней по отношению к некоторой замкнутой поверхности S, с граничными условиями для и на S типа da / dn + си = 0.Как было показано Карлеманом (*), имеет место следующее пред­ложение: в определенном случае (т. е. если уравнение X а + Хи = О не имеет для комплексных X решений из /,2) существует единствен­ная спектральная функция Я (р, q\ X), обладающая свойствами (р, q — точки трехмерного пространства): а) Л (р, q; X) непрерывна по обеим переменным р, q, имеет интегрируемый квадрат по каждой из пере­менных р, q и ограниченную вариацию по X на всей оси, ■& (р, q-, X) = 
— ^(q,p> б) если интервалы (а, Р) и (aD Pi) не имеют общих точек, то, полагая Дя, р-Э-(/?, q) = &(р, q-, р) — &(р, q-, а), получим Д«, 0$ (р, q)^, 0 $ (7> г) dv (q) = 0, и если с (р, q; X) — непрерывная
Ечасть &(p,q; Х),то Да (р, q) Да {q, г) dv (q) = Да (р, г)-, в) любая функция 

Ё
СО

g С L2 представима в виде g (р) — j d^ В- (р, q; X) g (q) dv (q);
—co E

3г) XgS- (p, Xf/^ (p, q', X) = 0.
aОсновной задачей настоящей заметки является доказательство следующей теоремы.Теорема 1. В определенном случае существует такая неубы­

вающая, ограниченной вариации в каждом конечном интервале 
функция т (X) и функция ^{р, q\ Т), что-.Ф {р, Т Л) непрерывная функция по обеим переменным p,q, ь$ 5 [$1Ф (ft?; х) I dx (X)l dv (р) dv (q) <ос, если области Dlt D2 и 
D,Dt a J

интервал {а, Ь) ограничены-, в
₽) Хр^ (р, q- X) + Хф = 0; у) Да, 0 & (р, q) = J ф (р, q-,T)dx (X).
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Чтобы не вводить обобщенных решений (см. f)), мы будем считать 
С (р) непрерывной функцией.Теорема 2. Для каждого оператора X существует функция 
R(p, Я'Д) (ImX^O), аналитическая в верхней и нижней полупло­
скости X, такая, что-. R (р, q-, X) <= 4^7^ + (р, q\ X), где Н (р, q- X)
непрерывна по обеим переменным р, q; XpR(p, q; х) + s.R (р, q-, X) = О, д-(^ X) = | R (р, q; X) |2 dv (q) <^оо, К (р, X) непрерывна по р, R (р, q; Х)^=

Е
= R(q, Р'ЛУ> если fez L\ то ^\Е (р)\г dv (р) ~-2^\f (р)\^ dv (р), где

Е Е

е (р) = \R(p> я; f (я) dv (q).
E

В определенном случае решение из L2 уравнения X и 4- + Хи = /, где f cz L2, представимо в виде u=^R(p,q;\)f (q) dv (q).
EВ дальнейшем мы будем иметь дело только с определенным слу­чаем.Лемма 1. Пусть (а, 0)— некоторый конечный интервал-, 

<?к(р) = b 2,...) — ортонормированная система функций из L2,
удовлетворяющих уравнению X (q^) + \<рА = 0 с a<^Xfe-^p. РядОО
Е (Р> Я) = S (р) (?) сходится абсолютно и равномерно в каждой

k=1
конечной области переменных р, q и является непрерывной функ­
цией от обеих переменных.Лемма 1 показывает, что непрерывная часть функции & (р, q; X) тоже является непрерывной функцией обеих переменных р, q. В даль­нейшем мы будем считать функцию Ф (р, q-, X) непрерывной функцией X.Пусть Кг обозначает сферу леммы 1. Интегрируя г) по частям и пользуясь формулой Грина, получим для точек р с Кг (Sr — поверх­ность Кг)

Г dg, (р, s)△г, х* (Р, ?) = \ -----дт. х9- (s> Я) ds +
£ *

X+ J gr (Р’ h)(C (h) + ^.^(h, q) dv(h) — J dp. J gr(p,h)Sr, ^(h,q)dv (k). (1)
Kr Y XrИнтегрируя (1) по г от г до r + 1, получим:

△y, x* (P, Я) = J dv +
*r+l

где Нь H2, H3 при р cz Кг-1 удовлетворяют условию:А. Существует такая постоянная Мг, зависящая только от г, чтоJ | Hi (Р, h) j2 dv (h) < М2Г (г = 1, 2, 3).
*r+lПолагая П± (р, й) + Х//2 (р, h.) = Н (р, h; X) и меняя в (2) местами р и Я> получим для р, q с Kr-i 194



Дт, (P, Ч) = J H x) Ay, (A dv +
Kr+l+ J H3(q,t)^.^(t,p)dv(t^d[L. (3)Y ^+1Заменив в (2) q на t и вставив выражение для (р, t) из (2) в (3), будем иметь△y, х» (р, q) = J \ н (9, х)н (Р> Ь х) ay, х$ № dv W dv W + *7+1 *7+1х+ (Zp Н (q,t; X) Я3 (р, h.) Ду> (A, t) dv (A) dv (Z) +Y *>+1 *7 + 1+ $ d^ J +, (t, p) dv (t). (4)Y ^r+iПоложим /д = J $ [д$ № О]2 dv (A) dv (Z). Так как [ДЯ (h, Z)]2 < 

Kr+\ Kr+\■< A& (A, h) AS (Z, Z), to/д< J №(h,h)dv(h). (5)A+iРассмотрим некоторый фиксированный куб D и фиксированный интервал Д8 оси X |X |<8. Выберем г так, чтобы D с Кг-ь Положим <т(р) = Д_8> (h, h) dv (h). Функция ст(р) неубывающая, непрерыв-*7-1ная функция ограниченной вариации на Д§. Построим теперь в про­странстве D, являющемся прямым произведением D х D X Д5, функ­ции сегмента (2), положив (У) = (х2 — xj • • • (z2— zj) h (Из) — «ЯНі)]». 
P2(J)^(x2-x1y.-(Z'2-z'')([i2-^, PiJ^P^^ + P^J) и T(J) =X, Zt'

= V * ’ d>>dx • • ■ d^’ где d ~ [X1; X2>! • • • ; Zp Z2^ ЛР Л2; • • -
Xx Zx• ■ •; 2p z2, [ij, n2j.Покажем, что T абсолютно непрерывна относительно р. Нужно показать, что S Т (/*) —» 0, если S Р (/*) —> 0.Вставляя в Т(J) выражение для Д9- (р, q) из (4), рассмотрим отдель­ные возникающие при этом члены. Так как | X | 8, то, в силу усло­вия А, при p,qcD

Н {q, t; ii2) Н(р, h; р.2) Дц„ цЛ(А, t) dv (h) dv (t)A+i *>+1
1 / $ Я2 (q, t-, (x2) Я2 (p, h; p.2) dv (Z) dv (k) x 
Г *r+l Xr+i■И„ нЛ (Л, Z))2 dv (h) dv (Z) < С (o ([X2) — <T (pj).
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где С зависит только от г и 8. Но тогда
dx . .

г‘
) dz' ) \ Н (q, t; [х2) Н (р, У, р.2) Ац„
г/ ^r+l^r+l

{h, t) dv (A) dv (t)

Далее,

откуда
J j J (q, t) а^, иЛ & P)dv (0 
г/ n, Kr+i

<^(4

Точно так же оценивается оставшийся член. Эти оценки и дают, очевидно, доказательство нашего утверждения.Беря расширяющуюся последовательность кубов Dn, обозначая соответствующие функции а через хп и полагая т (р.) = S ел [оп (р)+Р-+8] > где е„>0 и ряд S гп (в (8) + 28) сходится, получим, что функция 
п=1сегмента T{J), где J—уже любой сегмент, абсолютно непрерывна относительно функции У (J) = (х2 — х^... (д' — z'^ [т (р2) — т (pj)]. Но тогда, по теореме Родона — Никодима, существует такая функция ф (р, q; X), что

г,’ х, г,’ и) Л -а, Д)- (р, q) dx... dz\ = Sj dx... dz' $ ф (p, q\ X) dx (X),
z,' x, Zx — 8что, в основном, доказывает теорему 1. Свойства функции ф устанав­ливаются без особого труда.Харьковский государственный университет им. А. М. Горького Поступило 5 I 1951
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