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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 2-ГО ПОРЯДКА

НА ПЛОСКОСТИ

(Представлено академиком М. В. Келдышем 15 И1951)

Рассматривается однородная эллиптическая система линейных диф­
ференциальных уравнений 2-го порядка общего вида на плоскости:

Л2° S + Й + + А**!! = 0, (1)

где А1’ = А'1(х, у)— квадратные матрицы, элементами которых слу­
жат i + j + 2 раз непрерывно дифференцируемые в некоторой об­
ласти D действительные функции действительных переменных х, у; 
И = (%, ..., иР).

Пусть задана m-связная конечная область TcD, ограниченная 
гладким в смысле Гельдера контуром L *.  Под регулярным в об­
ласти Т вектором понимается вектор, удовлетворяющий системе (1) 
и имеющий в Т вторые непрерывные производные.

* См., например, (4), стр. 11.

В настоящей заметке рассматривается:
Задача Дирихле. Найти вектор и(х, у), регулярный в обла­

сти Т, непрерывной в Т L и удовлетворяющий граничному усло­
вию

rnef(t) — заданный, непрерывный в смысле Гельдера вектор (и+(t)— 
предельное значение и(х, у) при (х, y)->t^L из области Т).

Решение задачи Дирихле ищется при помощи фундаментальных 
матриц, построенных Я- Б. Лопатинским 2), в виде интеграла (кото­
рый можно рассматривать как обобщение потенциала двойного слоя 
для системы (1):

«(А У) = J [Ci С, z) cos (v?) + С2 & z) cos H)] [л (0 ds, (2)
L

где
С, n 2) = - _ ймцмцка + г) (а.

с2 Z) = _ g Л11^)] + ф (С z) (q.

z = x + iy, K = + Z^T, ^L.
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Считая вектор р.(?) удовлетворяющим условию Гельдера на L и 
переходя к пределу в (2) при (х, y)->tEL, получают:

и+ Ю = у И (О + J [Ci (С t) cos (v?) + С2 & t) cos (v^)] [i (?) ds, 
L

причем интеграл понимается в смысле главного значения.
Таким образом, для определения вектора р.(?) получается сингу­

лярное интегральное уравнение:

у И (0 + J IA (?, о cos (V?) 4- с2 (?,7) cos (vtjH [1 (?) ds = / (/). (3)
L

При исследовании полученного интегрального уравнения основное 
значение имеет матричный логарифмический вычет:

R (*)  = ( Л-1 (Z, а) Л (Z, а) d*  (zET + L),

* Термины, относящиеся к сингулярным интегральным уравнениям, см. (3).

Г
где

Л (z, а) = Л20 (z) а2 + 2Л11 (г) а + Л02 (г),

Г — контур в полуплоскости 1гпа>0, охватывающий все корни поли­
нома det A (z, а) (по а), лежащие в этой полуплоскости.

Очевидно,
R(z] = %№[A<(Z,a)^

где сумма берется по всем нулям полинома det A (z, а) в полупло­
скости 1ша>0.

Уравнение (3) представляется в виде:

у +м^ = / (4)

где М — оператор Фредгольма.
Основные матрицы * этого уравнения выражаются через R (z) и 

комплексно-сопряженную ей матрицу R (г):

1/2Е — В (t) = 1/2R(t), ^E + B(t) = ^R[t) (tEL). (5)

Отсюда следует, что если

R(t) = E (tEL) (6)

(Е — единичная матрица), то (3) является уравнением Фредгольма.
Если в системе (1)

Лп(/) = 0 (^£)

(в частности, если старшие члены — операторы Лапласа), то усло­
вие (6) выполняется. Условие (6) выполняется также, если система (1) 
имеет диагональную форму относительно старших членов.

Из (5) следует, что если

det/?(/)=£ О (tEL),
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то уравнение (4) допускает регуляризацию, причем регуляризующий 
оператор и полученное уравнение Фредгольма могут быть записаны 
явно.

Очевидно, если р. (t) есть решение уравнения (4), удовлетворяю­
щее условию Гельдера на L, то вектор и (х, у), представленный фор­
мулой (2), является решением задачи Дирихле.

При выполнении условия

det/? (z)#= 0 (zQT+L) (7)

индекс уравнения (4) равен нулю, и из отсутствия ненулевого реше­
ния однородного уравнения (4) следует разрешимость задачи Дирихле 
для любого вектора /(/), непрерывного в смысле Гельдера на L.

В качестве примера рассматривается система, в которой приводят 
некоторые задачи плоской теории упругости ортотропного тела:

д2и , , д2и , . d2v , п 
дх2 ‘ ду2 ' дх ду '

. д2и , *д2и , d2v , n 
ox ду * дх2 ‘ dy2

где a, b, c, d — постоянные, удовлетворяющие условию эллиптич­
ности; многоточиями обозначены члены, содержащие и, v и их пер­
вые производные.

Условие (7) для этой системы имеет вид:

b2 4d У~ас.
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