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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В ЧЕТЫРЕХПОЯСНОЙ 
ПРИЗМАТИЧЕСКОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ КОРОБКЕ, 

ЗАГРУЖЕННОЙ НА ТОРЦАХ

(Представлено академиком М В. Келдышем 19 V 1951)

Рассматривается призматическая коробка с замкнутым прямоуголь­
ным контуром поперечного сечения, образованная безмоментными 
ортотропными гранями и четырьмя одинаковыми абсолютно гибкими 
на изгиб продольными поясами, расположенными в углах. Коробка 
подкреплена по всей длине непрерывно расположенными поперечными 
прямоугольными рамами, сопротивляющимися изгибу в своей плоскости 
и абсолютно гибкими в перпендикулярном направлении. Контур рамы 
предполагается нерастяжимым. Противоположные грани коробки имеют 
одинаковые толщины и одинаковые упругие свойства. Противополож­
ные элементы поперечных рам также одинаковы. Вследствие этого 
поперечные сечения коробки, отнесенной к прямоугольной системе 
координат xyz, имеют две оси симметрии у, z.

На каждом из торцов коробки х — 0 и х = I приложена кососим­
метричная система нагрузок, статически эквивалентная нулю; на 
торцах горизонтальных граней (г = + Ь) нормальные напряжения 

а (0, s), ах, а(Т s), срезающие усилия Qo (0) и Qa(l); на торцах верти­
кальных граней Су = ±я) нормальные напряжения ах, *(0, s), вх< ь(Е У), 
срезающие усилия Q* (0) и Q* (Z) и в концевых сечениях поясов про­
дольные усилия Р (0) и Р(1). Координата s отсчитывается вдоль кон­
тура поперечного сечения от середины каждой грани.

При таком загружении система напряжений в каждом поперечном 
сечении коробки будет системой, статически эквивалентной нулю, и 
деформации коробки будут кососимметричными относительно осей yz.

§ 1. Нормальные и касательные напряжения cx,j(x,s), aSlJ(x,s) и 
ту- (х, s) в ортотропных гранях коробки связаны с продольными сме­
щениями uj(x,s) и смещениями v, (х, s) = vj (х), направленными вдоль 
нерастяжимого контура, зависимостями:

О,- ди- г да, j<Аг,1 = &F дх ’ 1 ~ 1 а-х, м —@1 [ ds + > 0)

= p 7 (1 — (Ar, j Hi, j\ Ev, jP-Xl j — Es, j ps, В (2)

Ex, j, Es, j— модули упругости материалов граней по направлениям х 
и s; Gj — модуль сдвига; Рх, j и j — коэффициенты Пуассона. Здесь 
и далее j принимает соответственно для горизонтальных и верти­
кальных граней значения а и Ь.
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Уравнения 
основании (1)

равновесия элементов граней в проекциях на ось х на 
будут:

при этом

d2U 1 ^Un 
^+»^ = 0, д2иь ь д2иь

(3)

На (Х, — $) — —Ua (х, S), иь (х, — s) — — иь (х, s), (4)
Ua (x, a) = — Ub (x, b) = un (x);

здесь ип (х) — продольные смещения точек пояса.
Срезающие усилия в гранях Qa (%) и Qb (х) могут быть заданы в виде

+а
Qa (х) = т„ [х, s) 8ods = - + b Q (х),

V а + Ь (5)Qb (х) = т* (х, s) 8bds =------±— Q (х);
—ь

здесь 8а и 8ь — толщины горизонтальных и вертикальных граней. 
Внося,в (5) выражение для т согласно (1) и используя (4), найдем:

„у (_ а + b Q И и" W v’ (X) = - а + Ь- 4-
------ * 2ab + ъ • (6)

Смещения va (х) и Vb (х) могут быть заданы в виде:

va = v W (x)> Vb М = ~ v W + W- <7)

Здесь 6(х)—угол поворота поперечного сечения.
Из (6) и (7) следуют соотношения:

6 = ~^2ь2 (ox ~

v W = т^ь (gX + gX) ~ и"

Уравнение равновеси элемента пояса имеет вид:

= Та (х, а) 8а — т* (%, — b) 8b, P{x) = EnFn~-, (10)

где EnFn — жесткость пояса на растяжение (сжатие).
Внося сюда значение т согласно (1) и используя (6), получим:

Уравнение деформаций поперечной рамы имеет вид:

ava(x}—bvb(x} _ ab ( a b \ dQ
2(а + Ъ) - 12 [Еа/а+EbJb ) dx’ (12)

EaJa и EbJb — жесткости изгиба горизонтальной и вертикальной сторон 
рамы на единицу длины коробки.
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Исключая в W. f(x) и Q(x) из (8), (9), (11) и (12), придем к уравнению:

здесь:

1 ди
Gb8b ~ds ■а Ga*a

диь I > п. ds L=-J (13)
1

а2 =-т ab (-I---- R2 ________ ____ 1 / а Ь X
3 Wa ’ 1 Л» \ё^ + Ж? ’

Y = \G^ ~0^У ° 4)

Таким образом, задача о напряженном состоянии коробки сводится 
к совместному решению уравнений (3) при условиях (4) и (13).

§ 2. Решение уравнений (3), при условиях (4), будет: 
На (%, s) = X (X) Sa («), Ub (Х, S) = X (х) Sb (s),

Sa (s) = A sin X^s, Sb (s) = В sin X&as, (15)
при этом

A sin X&ba + В sin Ъ&аЬ = 0, (16)
un (x) = X (x) Sn, Sn — Sa(a) = — Sb(b). (17)

Функция X (x) имеет вид:
X (x) = Ce^a^bX + De^F (18)

Здесь постоянные А, В, C, D и параметр X подлежат определению.
Решение (15) должно удовлетворять уравнению (13). Внося (15), 

(16), (17) и (18) в (13), получим:
Г Е р л(A sin ^ьа — В sin X$a6) X2 (X2 - З2) + a2₽2X2 - v2] -
L иаиЬьа°Ь ' J

— X (X2 — р2) (А-п* cos 7Aba — В r-L— cosX$ab ) = 0. (19)
\ ub°b ua°a /

Система уравнений (16) и (19) дает для А п В значения, отличные 
от нуля при условии равенства нулю ее определителя Д (X):

/ -У.Д (X) = sin №ba sin ^аЬ X (X2 — р2) ctg + — ctg ^ьа — 
L \ иа^Ь Ub6b

а2 \ -I
- \EnFn GJ-J- ^ь ~ Y2) ] = 0. (20)

Уравнением (20) определяется бесконечная последовательность 
собственных чисел X: Х1; Х2, . . ., Хй, . . . Следовательно, определяется 
и бесконечная последовательность собственных функций (s) = 
= S (s, Xft), ортогональных на отрезке контура, заключенного ме­
жду осями у и z. Постоянные А и В при этом определяются с точ­
ностью до множителя, выбираемого так, чтобы система S (s, Xft) бы­
ла нормированной. Условие ортонормированности имеет вид:

GjAb
О

Sb (Х?) Sb (Xfc) ds + EnFnSn (X9) Sn (Xh) — 
—b

Sn(h) (0, q=£k-, 
q==k. (21)

Выражения для смещений, угла поворота и усилий Q (х) будут.
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Ua S) = 2 x* w (*>s) = %Xh (x) Sb (s> 

h=l *=1

О (x) = 0 (0) -
T%; (x) - 4 (0) 

a-^'bab
Sn (h) 
$-?2

(22)

QW =
h=co
2 X^(x) 
k=i

^(M 
4'-p2

4 
аХ$й <a + b)

На основании (21) из (22) следует:

A« + ^'W^=W ■ M

Л + у = Л (Л,:
здесь:

- , . _ G^a 
fk (A) 2

a G 8 °
Ua (X, S) Sa (s, ^k) ds H----V- Ub (X, s) Sb (s, A&) ds +

J &b Jо — b
+ EnF„un (x) Sn (Aft). (25)

§ 3. Определим постоянные С и О в выражении (18) для X (х). Рас­
смотрим случай, когда на торцах х = 0 и х — 1 заданы напряжения 
ах<а(х, s), ах,ь(х, s) и усилия Р(х) и Q (х). Из (18) находим:

4(/)-4(0)е W*Z 4(Z)-X;(0)

2VAshAhW ’ ; (26)

здесь Xk определяются через fk и Q по формуле (24). Величины /а(0) 
и fk (I), определяемые формулой (25), известны, так как напряжения 
dxj(x, s) и усилия в поясах Р(х) на торцах заданы. Величины Q'(0) и 
Q' (/) неизвестны; внося значения Ск и Dk (26) в выражения для Q(0) 
и Q (/), полученные по формуле (22), найдем их в виде:

, С^. - ф1? |
Qr (*’) = [^Q £2Q

^ = °° л Г
— 2 \ sh \&a»bl Ch — ^2) A (^ ) ^ 

k=\

-(^-^ch \kW) fk(l-x*) -АЦт , (27)
. К — ₽ J

Чот 1 AM , _h^ * Aa_)_ .Z 3 (Ai-₽2)2’

здесь x* = 0, l. Постоянные Ck и Db таким образом определяются.
Аналогично могут быть рассмотрены: случай, когда на обоих тор­

цах коробки заданы смещения, и случай, когда на одном из торцов 
заданы напряжения и усилия, а на другом — смещения.

Поступило
10 IV 1951

410


