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МАТЕМАТИКА

М. Г. ХАПЛАНОВ

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ
(Представлено академиком М. В. Келдышем 22 VI 1951)

В настоящей заметке рассматриваются линейные преобразования
у = Мх (1)

пространства Е в Е', когда одно из них или оба — аналитические (х); 
М — бесконечная матрица, составленная из коэффициентов {ajn} пре­
образования (1).

В следующих теоремах указываются необходимые и достаточные 
условия, которым должна удовлетворять матрица М, чтобы любая 
точка Е переходила в точку у^Е' (но при этом не утверждается, 
что для всякой точки у^Е' можно найти точку х^Е, удовлетворяю­
щую равенству (1)). Теоремы приводим для пространства функций, 
аналитических в единичном круге; очевидно, к этому случаю легко 
свести пространства функций, аналитических в круге произвольного 
радиуса.

Теорема 1. Линейное преобразование преобразует простран­
ство в себя тогда и только тогда, когда для всякого q^l 
можно указать такую последовательность положительных чисел

G, с2,..., lim /сл< 1, (2)
Л—>оо 

что
\ajn\<cjQn (/, л=1Д...). (3)

Достаточность указанного условия легко установить. Для доказа­
тельства его необходимости заметим, что в пространстве точки

%(л)(0,...,0, г, 0,...), 0<г<1 (п=1,2,...)Л 
п — 1 нулей

образуют ограниченное множество, так как соответствующие им ана­
литические функции rnzn~x, п—І, 2,..., имеют общую мажоранту
2 rnzn~\ принадлежащую Ах (х). Известно (2), что линейное преобра- 

Л=1
зование преобразует ограниченное множество в ограниченное. Поэто­
му точки у^ = Мх^ = (а1пгп, а2Пгп,..ajnrn,...) (п = 1, 2,...) обра­
зуют ограниченное множество и, следовательно (х), мажорируются 
одной точкой с(fj, c2,...)^Alt относительно которой всегда можно 

1 _
предполагать, что с^О (7=1, 2,...), lim У с. <6,1. Итак, I а. | гп „ J J-»co J

1
т. е. условие (3) выполняется для произвольного q =
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Теорема 2. Линейное преобразование преобразует простран­
ство Ах в себя тогда и только тогда, когда:

а) столбцы матрицы мажорируются одной точкой с EA^
б) существует q, 0 <<?<!, и v>0 такие, что

n>vj (n, у= 1, 2,...). (4)
Из указанных двух теорем можно вывести еще две, также даю­

щие условия преобразования в себя пространств Ai и Аъ на основа­
нии теоремы (2): если матрица М преобразует пространство Е в Е', 
то транспонированная матрица АГ преобразует пространство' Е'^ в Е*.

Те_орема 3. Линейное преобразование преобразует простран­
ство Аг в тогда и только тогда, когда для всякого q > 1 мож­
но указать такую последовательность положительных чисел

i _
Щ, с2,Ит]/с.<1, (2')

/—>оо
что

\аіп\<^Чп и, п = \, 2,...). (3у

Теорема 4. Чтобы линейное преобразование преобразовывало 
пространство Аг в Дп необходимо и достаточно, чтобы:

а) столбцы матрицы мажорировались одной точкой с бХ;
б) существовали числа q, ц v>0 такие, что

\ajn\<(l'1’ п>4 (У, Я= 1, 2,..-). (4)

Чтобы доказать достаточность этих условий, заметим, что строки п
матрицы принадлежат А*, т. е. А^ поэтому lim Уа, <1 (/ = 1, 2,...). л-»оо 1
Согласно условию а), 

/ j_
\ajn\^cjt limVcjCl (у, n= 1, 2,...).

У->ОО

Зная, согласно условию, числа q и v, выберем г>1 произвольно, 
но так, чтобы выполнялись неравенства

^<1,
j _

lim Ус, rv< 1. j->co J

Пусть x — произвольная точка из Av Чтобы доказать, что точка 
у = Мх принадлежит Аь найдем п0 из условия |Хл|<Ул при п>п0 
и оценим координату у г

\у} I < I а.^ + ... + aJn xnt I + I ajt n.+1x„o+I + • • • + ajt ^х^ | + 
+ Ч» + •••);

IjyKM 1 + ■ • • + К I) + ci + i~Tr •

__  J ___
Отсюда lim /lj.|<l, ч. и т. д. п—хзо
Необходимость условия а) следует из ограниченности в Дг мно­

жества ортов. Необходимость условия б) докажем от противного. 
Если оно не выполняется, то для всякого q<\ и любого v>0 мож­
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но найти сколь угодно большие значения jk и соответствующие им 
значения nk так, что

Предположим, что числа ХА, jk, nk, qk, Nk для k = 1, 2,..., m — 1 
уже выбраны, а для k = tn выбор их произведем следующим обра­
зом:

1) 1 -р -—<^qm—\>
'т

2) полагая в (5) q — 1 — 5—, v = Xm, выберем jm и пт так, чтобы 
выполнялись неравенства

причем возьмем для jm столь большое значение, что соответствую­
щее ему значение пт удовлетворяет неравенствам:

3) Пт т—1, Пт Mtn—1 ,

п
4) выбрав jm, вычислим lira Уіа. | = возьмем произволь- л-»оо I

«° rm<r'm<^ И подберем qm>\ так, чтобы rm=rmqm<\-
5) наконец, Nm определим из условий: при tij>Nm

\^іт,п\<ЮП’ rnm + rn^ + ...<\-

Построив указанным способом бесконечно растущую последова­
тельность чисел \k, Пъ k 2,..., рассмотрим точку х с координа­
тами:

Xnk — Хп = 0, если п =f= пъ п2,...

Очевидно, x€Av Линейное преобразование переводит ее в точку у 
с координатами

У; = aj, пХп, + af, пХп, + ■ • • (7=1,2,...).

Оценим у,:Jk

\У}к\>\ ahv *k \X»k~ (I aJk> л, K, + • • • + I аік, I ) 
— (I ajk. nk+l I Xnk+1 + ...).

aik.n |<^1. Поэтому, а также на основании условий 1) —5), имеем:
Согласно условию а), считая jk достаточно большим, имеем
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или

__  J___
Поэтому Игл, ]/^Уу | е, т. е. точка у€ Яр
Теорема 5. Чтобы линейное преобразование преобразовывало! 

пространство S всевозможных точек в аналитическое простран­
ство Аг (или ЯД необходимо и достаточно, чтобы все столбцы 
матрицы преобразования, начиная с некоторого, состояли из нулей,, 
а остальные принадлежали Ах (или, соответственно, ЯД

Теорема 6. Чтобы линейное преобразование преобразовывало 
пространство 1(р} (\^р^оо) в аналитическое пространство At 
(или Я!), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

(или, соответственно,

где \\а}У~ норма j-й строчки матрицы преобразования в метрике 

пространства I
Эта теорема справедлива не только для ^р\ но также для любого^ 

метрического пространства Е типа (В), в котором нормы точек обла­
дают следующими свойствами:

1) для всякой точки х(:Е во взаимном пространстве Е* можно 
указать:

а) либо точку и единичной нормы, для которой
II х || = хи;

б) либо последовательность точек {u(zI)} единичной нормы, для ко­
торой

I! х || = Игл хи^;

2) координаты точки по модулю не превосходят ее нормы;
3) норма точки есть монотонная неубывающая функция модулей 

ее координат;
4) либо в Е либо в Е* каждая точка есть предел по норме п-го- 

«отрезка» ее;
5) справедливо неравенство

!М<М . ||И||.
Из теорем 5, 6, переходя к транспонированной матрице, получим 

необходимые и достаточные условия для линейного преобразования 
аналитических пространств Я1 и в пространства ср, 1(р\

Приведенные теоремы могут быть использованы для решения во­
проса, образует ли заданная последовательность функций базис в про­
странстве аналитических в круге | z | функций.
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