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МАТЕМАТИКА

П. Т. БУГАЕЦ

ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ДВУХ 
ПЕРЕМЕННЫХ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА, 

ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫМИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ
ПОЛИНОМАМИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 19 V 1951)Настоящая заметка посвящена распространению на двумерный слу­чай результата С. М. Никольского (\ 2). А. С. Безлюдный (3) распро­странил этот результат на двумерный случай для класса функций удовлетворяющих условиям:1) \f{x + h, y + g)-f(x, y)\<!M\h\',‘ + N\g\^;2) |/(х + Л, y + g)—f(x,y + g)—f(x+h,y)+f(x,y)\^K\h\a\g\\Целью настоящей заметки является доказательство следующей теоремы.Теорема. Пусть Н — класс ^-периодических относительно 
каждой из переменных х и у функций f (х, у/), удовлетворяющих 
условию

\f(x^h, y + g)—f{x,y)\^M\h\a + N\g\* (1)
и

Smn (f, х, у) =

— (2т + 1)(2«+1) 2 2 (х -Ч"1’) Dn (у —у(")) f (х^,

—я<лОв)<тг —

где 2bt vW- ni
2 sin (a/2) k 2/n-|-1 ’ Уі — 2лТрГ ’ 1 >•••> m,

“Л V • •: ’ ин™еРполяционный тригонометрический многочлен 
порядка (тп), совпадающий с f(x, у) в точках (х^ Х МНОг°Член

Тогда имеет место асимптотическое равенство

^тп = Smn Х’ y}~f(x, у) I =
~ n2 |sin 2 -^sin—-——la-p (21

2 I I m* ’ „Р J Pmn’ \z)
где
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При доказательстве этой теоремы мы будем предполагать, что х и у удовлетворяют неравенствам 0<х<Л, где h =g — 2й -И ’ так как ПРИ х = 0, _у = 0, х — h, y — g теорема очевидна. Кроме того, если то функция flt определяемая равенствомЛА z)=f(t — h, z — g),также принадлежит к Н и при этом для любых х и у имеет место соотношение
Дх> у) - Smn (f, х, у) =f1(x + h, y + g) — Smn (fux^h,y + g),откуда следует, что

Х’ У) = W X + h, у + g).Заметим еще, что величина верхней грани не изменится, если ее распространить на более узкий класс функций Hvy, принадлежащих к Н и таких, что f(x, у/) = 0. Итак,= sUp I Smn (f, X, у) I .Для доказательства соотношения (2) введем обозначения
D^^Dm(x-x^), D^ = Dn(y-y^), f(x(f\ y^^fKjи перепишем выражение для Smn (f, х, у) в виде:

(f, х, у) = (2<я + 1)4(2я+1) { £ 2 D^D^fk, z + J 2 D^D^f^. i + 
Л=и=1 *=oz=l+ 22 D^D^,f^l+ 2 2 (3)

k=0l=0 Л=П=0 'Полагая для краткости, как в (\ 2),4”’= 2^’ 2’■ • • > т); 4Л) = (/ = 1, 2, . . . , и);'=* й4т)= 2 (* = -«>••., 0); 4^= 2 {1=-п.................0);
^fk, I=fk,i~ f, byfkl=fhl — fk'^h’1 A—n i —fk, i—i + fk—i, i—iи применяя к каждому слагаемому правой части (3) преобразование Абеля, получим r г

smn (f,x,y)= ■(2-+1)(2n+ij {[ 2 2 ^m) ^а2 a i+2 2 t +
*=21=2 A = 1Z=2+ 22 + 22 Д2А-/| +

A—и—1 S=2Z=1 J+ + 24"?△,/*,! +4т)24ІГд>/о,І +
/-2 A = 2 /=9
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+ ) 2 f~k і + dP V d^ л / —_ т•■ + 4, д,д _ + 4„ 2 о +
--- — т Л=1

+ 2 4"’ д,д 0 + 4” 2 f 1 +
Л=2 ' ^УЛ, —I +

о.і + ^^До (4>
(2m + l)(2n + l)

в силу условия ш И соотношения 4”_О(и), 6удем иметь
1 } 1 + d^ ^Pf*. і + dp о + 4т) 4^/о, о] == O(m-“) + O(n~g)iДля оценки дальнейших членов ппяпа"или (2)), ЧТо правой части (4), заметим (см. С)2т + 1 2J ’ I — 4Г | sin X [ In пг + О (1). (5)ПОМОЩЬЮ ЭТОГО соотношения И УСпаптш /1\ чт0 лишения и условия (1) нетрудно установить,

(2m + 1)(2л + 1) [^т)2 । ^yf, И + dp 2 1 d^ bxfh. ’ I + 

1=2 h=2

+ 4m) 21 df ’Ay/о, 11 + dp 2 I d(P ^xf^, [ + 4m> v 1I +

- dp 21 d^ &xf_k, о I + dp 2 I dp ^xfht 01 + (fp 2 I dp by fl, -I l] < 

k=l fc=2 1=1 -*

Если еще примем во внимание, что, в силу (1) и (5), справедливо
(2m + 1)(2л +1) 2 21 * b^f-h, 11 —

Л = 11=2
z т п ____  .- (S+D^ + n 3 2 I Л"1 д V*., I + О in л (^ + -L) }

Л = 2/=2 'и что подобные равенства имеют также место для третьей и четвер­той двойных сумм, стоящих в правой части (4), то получим
. _ т п15= (Л Х,у) |< 2 21 Л"1 d)”’ 11д’А < I + f„.. (6)

h=2 1^2Принимая во внимание (5) и замечая, что, в силу (1), |A2Az|<2min{7H| А|“,мы можем (6) представить в виде
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\Smn(f,x,y)\^
2 In m In n

л2 sin 2m + 1 
2~

. 2n 4- 1 xsin ■—~ у min
I ma ’

Nrfi 1
JДокажем, что в этом соотношении возможен этого определим экстремальную функцию fmn (t, зом: положим

f тп if у

(7) знак равенства. Для 2) следующим обра-О, если 0<гі<к, 0 < z < vW д. .
2 2^ ’О, если 0 < t < ч- JL_.

2 г 2Па ’
( Г h* 1 Г Вmin - (t - х^у , [-f. - (г _ |;I “ли +В остальных точках прямоугольника О z к так, чтобы в прямоугольнике" определим fmn (t, z)

+ -А- < t 
2 I 2l/a y(") -L —-s^ ■y ■Уч m ^.z^nона удовлетворяла следующим условиям:
fmn + t, z) = fmn + t, z), 
fmn (t, y^ + 7]) = -fmn (t,^ + у]).В результате такого определения

\frnn у^) | = min < М , М-£_ к 2
a sign/m„ (х^\ у^) = Sign^di'».

Аналогично функция fmn (t, z) определяется в остальных четвертях 
квадрата-тсз<тс. Нетрудно убедиться, что/т„(^ z)^- Под­
ставив функцию fmn {t, z) в (4), получим правую часть (7). Этим (2) 
доказано.
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