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(Представлено академиком А. И. Некрасовым 4 V 1951)

Названная задача, как известно, имеет большое значение для 
теории поля; в ряде проблем гидродинамики и электродинамики она 
занимает центральное место. Состоит задача в следующем: в области 
Q + S определить правильный (Q внутри S) или регулярный (Q вне S) 
вектор v, удовлетворяющий условиям:

rotv = Q, divv = P (внутри Q), (nv) = F (на S).

В настоящее время известны два способа ее решения: 1) метод 
аналитического продолжения (х) за пределы Q вектора Q с соблюде­
нием непрерывности нормальной проекции при переходе через 
границу S, 2) метод Пуанкаре — Дельсарта (2), основанный на реше­
нии системы сингулярных интегральных уравнений.

Ниже указан новый способ определения v, основанный на решении 
классических проблем Неймана и Дирихле для области Q + S.

Будем предполагать, что замкнутая поверхность S гладкая в смысле 
Ляпунова; нормаль п (s) направим вне Q.

Лемма 1. Если вектор Q имеет структуру

І2 = R + rot v0, (nR) = 0, (1)

то задача о вычислении вектора v эквивалентна проблеме Неймана.
Доказательство. Будем искать решение в виде:

v = v0 + rot О grad % ^(p) = -^~^dq. (2)
Q

Вычислим
dM=- 7M4-(nR)rfs +

4- J г ' ' 4- 1 г (р, q) ч
S Q

Следовательно,

rot v = rot v0 + rot rot ф = rot v0 = V2 ф = rot v0 + R = Q.

Чтобы удовлетворить оставшимся уравнениям, необходимо опре­
делить <р:

V2? = Р ~ div Vo, ^^F— (nv0) — (n rot®, (3)
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т. е. необходимо решить проблему Неймана. Если N (р, q)— функция 
Грина этой проблемы, то

? (Р) = N <div V° “ dq +
" Q

+ ^SN(P’ s) ~ (nv«) — <nrot® ds- <4)
s

Существует много задач математической физики, в которых выпол­
нено представление £1 в виде (1). Рассмотрим один важный для гид­
родинамики пример. Пусть S — твердая оболочка, ограничивающая 
несжимаемую жидкость Q, находящуюся в состоянии вихревого 
установившегося движения под действием потенциальных массовых 
сил. Вектор относительной скорости v удовлетворяет уравнениям

[rot v + 2w, v] + grad H = 0, divv = 0, ^„ = 0.

Для существования интеграла Громеко — Прандтля Н — С доста­
точно, чтобы выполнялись уравнения:

rot v = — 2со + ^v, div v = 0, vn = 0.

Здесь мы имеем v0 = [qw], R=&v. Следовательно, указанными 
выше вычислениями получим интегральное уравнение для вектора v.

Существуют и такие задачи, где представление (1) заранее не дано. 
Примером может служить следующая задача электродинамики: 
в объеме Q происходит электромагнитный процесс

rotH= +4"^-, divH = 0, Hn = h, (Н)^о = Но,

rotE =---- div Е = 4кр, Еп = е, (Е)/=о = Ео.

Построим интегральные уравнения для изображений по Лапласу 
напряженностей магнитного и электрического поля:

Vi = exp (— т/) Н dt, v2 = exp (— т/j Е dt. 
о о

Для этого необходимо решить задачу об определении двух век­
торов vr и v2, зная, что

ОО
= V Ео + — (4™ + т)) v2, ^ = 0, (nvj =4 ехр(— ^t}hdt,

О
оо

~>1 1 Г
= — — Но — — 7)УЪ Р2 = 4~ exp (— ^t) Р dt,

О
со

(nv2) = ехр (— 7)0 е dt. 
о

Здесь Qj и Q2 не представлены в виде (1).
Лемма 2. Для представления вектора Q в виде (1) достаточно 

знать функцию N и резольвенту Фредгольма D (р, q) интегрального 
уравнения проблемы Дирихле:
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а) для внутренней задачи

2™ (0 — j ® (s) ds = ^N (t, s) Q„ (s) ds-, (5')
s s

б) для внешней задачи

2™ (t) - ( a (S) ds - -J- [ a (s) ds = J N (t, s) Q„ (s). (5")

s 0 s S

Доказательство. Представим Q в виде:

Q = (Q —grad 0) + rot v0, grad 0 = rot v0, ~ = Qn. (6)

Тогда будем иметь R = Q —grad 0. Так как 0 — гармоническая 
функция, то она определяется через функцию N-.

Q(p) = ^N(p,s)Clnds+sC (7)
s

(е = 0 для внешней задачи, е = 1 для внутренней задачи). Вектор va 
представим через векторный потенциал простого слоя

v0 = rotu, u= ^^(a(s) + sC)-^b-c?s-~^r0^(s)rfs. (8)

Тогда
г е~Q=-_ec_iL^L^G^ds — ~^G(s)~^-ds^dwu, (9)

° S 5

Го=Р — Pol (точка Ро лежит внутри S). Теперь условие grad 0 = rot v0 
выполнено.

Приравнивая значения 0 (7) и (9), после предельного перехода 
(p->t) получим интегральные уравнения (5'), (5"). Вектор v0 опреде­
ляется по формуле (8):

v0 = Д- гоА в (s) ” ds.
и 4~ J ' ’ г (р, s)

Доказанные леммы позволяют решить задачу о вычислении вектора 
по его вихрю и расхождению. Рассмотрим наиболее общую задачу
этого типа:

—> т
rot vz = <oz + 2 /=1, 2,...,/п;

V (10)

div vz = + 2 (nvz) =/z.
A—1

Если &lk = 0, wZA = 0, то задача расчленяется на т отдельных задач. 
Но мы видели, что могут быть проблемы, где и wlk вообще отличны 
от нуля.
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Теорема. Краевая задача (10) эквивалентна системе интеграль­
ных уравнений

(Р) = + 2 (Р’ s) v*(s)ds + 2 $ Kik (Р’ 4) vk (q) dp, (11)
*=1 $ *=1 Q

для конструкции которой необходимо выполнить следующие вычи­
сления-.

1 сQ^-^D^s) Gl(S)ds = Gl(t), 
s

фг (р) = -ДД (s) ■ ds, w. (p) = УД
*lxr' нт: J 1 ' ’ r (p, s) 1 4~ ZJ ) r (p, q)

S k=l Q
$ = 4^ Д-Д — grad div^dq, ??= —^^N(n, wz)ds; 

Q S
Ф? = — К (ft — (n rot фг) — (n rot Q°)) ds— ~ Nbt dq;

v/= wz +grad (?°+Ф") + rot (фг+О°) (12)

't(p,q) = ^N(p,s)^yds, R(p,t) = [t(p,t)n(t)]- (13)

(P, s) = R (p, s) &lk (S), (p, q) = [v(p, q) Vq
-> -> m

»ik (p, q) = * (a q) 2 
i=l

^lk(P,q) = Xik+^ik + N(P’4)^lk(q). (14)

Тензоры Lu и Kik имеют следующую структуру.

^TtLik^k r\p;-s) [^*n ] +( ^p) R/* + rot^RzJ’ (15)

^KikZ 2 - ^p^ik— Кrot* 3-

В частности, для электродинамики следует положить:

ы1 = -|-Ео, Х = — Д-Но, я12 = (4-G + 7]), а21 = —

/і = exp (— rf) h dt, fi= ^^(—^edt, w№ = 0. 
о 0
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