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МАТЕМАТИКА
И. М. РАПОПОРТ

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком М. В. Келдышем 20 IV 1951)

Исследованию асимптотического поведения решений линейных 
дифференциальных уравнений посвящена обширная литература. Мы 
указываем в этой статье новый метод исследования, простой и в то же 
время достаточно универсальный.

1. Рассмотрим предварительно сйстему линейных дифференциаль­
ных уравнений

= t0-^t<oo, (1)
і=1

коэффициенты которой удовлетворяют следующим условиям:
а) существует такое достаточно большое То, что при t~^T0 ни 

одна из разностей u}(t) — uk(t) не меняет знака («у. = Rew;);
б) ctJ(t)£L (t0, оо), i = 1, 2, • • •, п, у = 1, 2,, п-,
в) (t0, tj, при любом конечном

Подстановка j^ = exp wk(t) dtrjjk приводит уравнения (1) к виду
^0

1=1

Введем обозначение у, И = ([м, Ю - " Рассм°трим систе-

т.
му сингулярных интегральных уравнений 

оо п

^jk (о=—( ехр (т)—71,4 
j j г=1

при (оо) > —

Vik (t) = Cjk exp [Wj (T) — +

T
+ J exp ( [wj (t) — Wk W] S Cil

Г T<t^oo, Г>Т0. (3)
при (oo) = - oe, T < t < 10g7 



где Cjk — произвольные постоянные. Будем решать уравнения (3) ме­
тодом последовательных приближений, определяя каждое последую­
щее приближение как результат подстановки предыдущего прибли­
жения в правые части уравнений (3) (в начале процесса можно 
положить = 0, j = 1, 2, ..., п). Указанный процесс будет схо­
диться при

max (| Cij(t) \ dt<Z^-e~'(, (4)

где у —наибольшее из абсолютных значений всех сходящихся инте­

гралов [uj (t) — uk (/)] dt. Так как функции су (О суммируемы в ин- 

тервале (То> оо), всегда можно отыскать такое достаточно большое 
значение Т, при котором условие (4) будет выполняться. Итак, си­
стема интегральных уравнений (1) имеет решение, непрерывное в бес­
конечном интервале (Г, со). Исследуем асимптотическое поведение 
этого решения. Из последней группы уравнений (3) найдем:

t
^jk = ^jk ехР J ~ Wk +

г
t t п

+ ( exp J [Wj (т) — wk (т)] dt 2 CU ^ik (T) (5)
t’ T /=i

'Соотношение (5) показывает, что в рассматриваемом случае (t) -> 0,
когда t->oo, так как в этом случае у^(оо) =— оо. Из остальных урав­
нений (3) очевидно, что и в прочих случаях 7ijk(oo) = 0 при 
ат)йй(оо) = 1. Рассмотренное нами решение интегральных уравне­
ний (3) удовлетворяет дифференциальным уравнениям (2), и мы при­
ходим к следующей теореме.

Теорема 1. Система дифференциальных уравнений (1) при 
условиях а), б) и в) имеет п частных решений вида

t
У]=У]к^ = ехР J Wk^dt^^t), j = 1,2, ... , п, k =1,2........ п,

где 7}jk (t) — функции, непрерывные в бесконечном интервале (t0, оо), 
и (оо) = 0 при j k, vikk (оо) = 1.

2. Рассмотрим теперь системы дифференциальных уравнений

^ = A(t)x, 0<£<оо, (6)

приводимые к виду (1) линейной подстановкой x = B(t)y.
Первый случай приведения содержится в следующей теореме.
Теорема 2. Если элементы матриц A'0(t) и A{(t) суммируемы 

в интервале (0, оо) и матрица До (°0) we имеет кратных собствен­
ных чисел, то система дифференциальных уравнений dx I dt = 
— [До (t) + Д1 (f)]х приводится к виду dy I dt = [W (t) + C(t)]y, где 
С (t) — матрица, элементы которой суммируемы в интервале (t0, оо) 
при достаточно большом t0, a W (t) — диагональная матрица. 
Матрица B(t), определяющая подстановку х = В (t)у, и матрица 
W (t) находятся из уравнения До (t) B(t) = В (t) W(t).

Действительно, в этом случае С (^)=В-1 (t) [Дх (t) В (t) — В' (£)]. Из ус­
ловий теоремы 2 следует существование интервала (te, оо), в котором 
1098



матрица Ао {t) не имеет кратных собственных чисел. В этом интер­
вале det В (t) =^=0 и элементы матрицы В'{t) суммируемы, что и дока­
зывает теорему 2. Матрица W {t) непрерывна в интервале (70, оо), и 
если она удовлетворяет условию а) теоремы 2, система дифферен­
циальных уравнений dx / dt = [Ло (?) + AL (?)] х обладает п линейно 
независимыми решениями Xi = Xik{t), имеющими в интервале (?0, 00 
вид:

xi = хи = ехР 5 wk W dt 2 Ьц W ^jk п,
t, j=l v)

i = 1, 2,..., n, k = 1, 2,..., n,
t

где bij {t)— элементы матрицы B{t). Так как j uk (I) dt = uk (oo) t+o {t),
t 0

характеристические числа решений (7) X* (!) соответственно равны: 
X* = — uk{oo), k = \,2,...,n. Установленная нами структура (7) реше­
ний системы дифференциальных уравнений dx [ dt = [Ло (t) + At (?)] x 
позволяет решить вопрос об устойчивости движения, определяемого 
этими уравнениями, и в том случае, когда среди характеристических 
чисел X* отсутствуют отрицательные, но имеются числа, равные нулю. 
Для того чтобы движение было устойчивым, необходимо и достаточно,

t
чтобы функция U {t) = max Uk{t)dt при t-^oo оставалась ограничен-

ной сверху.
3. Следующий случай приведения системы (6) к виду (1) содер­

жится в теореме 3.
Теорема 3. Пусть В {t), W {t), Хо {t), Хг (t) и X {t) — матрицы, 

последовательно определяемые из уравнений

{A^A^B^BW, XiW-WXi={B-^ в\, 7 = 0,1,

XW- wx=-x0

{звездочка у матрицы обозначает замену ее диагональных элемен­
тов нулями) при том дополнительном условии, что диагональные 
элементы матриц В"1 dB / dt, Хо, Хх и X должны быть равны нулю 
{при этом условии матрицы В, IF, Хо, Х± и X определяются одно­
значно). Тогда, если элементы матриц dX Idt, Х0Х, Хг и В~1А„В 
суммируемы в интервале (т, ос) и det [I + X (©о)] 0, подстановка
х — В {ГА- Х)у приводит систему дифференциальных уравнений 
dx!dt==[A0{t)A-A^t)^ A2{t)]x к виду dy I dt = [W{t) + с {t)]y, где 
C {t) — матрица, элементы которой суммируемы в интервале {t0, оо) 
при достаточно большом t0, a W {t) — диагональная матрица.

Действительно, в этом случае (/ + X) С = {В^АЛЗ — XJ {I + X) — 
— Х0Х — dX I dt. Элементы матрицы, стоящей в правой части этого 
равенства, суммируемы в интервале (т, ос). В то же время всегда 
можно выбрать такое t0 > т, при котором det [/ + X (7)] не обращается 
в нуль в интервале (70, оо). Этим и доказывается теорема 3.

В качестве примера рассмотрим дифференциальное уравнение

cP Г 1М\ <Pz 1 d Г dz т^\ + -dF[b (0] + ^{t) z = Xz. (8)

Полагая z = -^ = х2, а~^ х3, ~ (а + b ~ = хь получим
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dx, уравнения
торые можно

■ dXi .= аг1х ■ ■ 2’ dt 3’ dt ^Х* _  (у .* ЧГ — Iх — С) Ху, ко-
представить в форме dx / dt — (Ао д. д2) х
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где
о 
о
о 
о

— А

Пусть, далее,Пусть, далее, a'1 (t) [Л - с (£)] 0 при ^>т0. Последовательно
Р”1 Ю с' А W W a' (t) П, = 

= “ ‘( ° Л А* & В = а~' P'v* Ю * (О Л, где
р—1« ШХ — с(О]|, a Tt (i = 1, 2, 3, 4) — числовые матрицы. Условия 
теоремы б в данном случае принимают вид: aHftCZk оо) 
в интервале (т, оо), h ' > “

Iх —CWI V‘6(/)€Z(t, oo), |X —оо), 
Ix “c (О I ''c" (0 z (т, oo), t t0

(если выполняются условия (9), то X (оо) = 0).
Если условия (9) выполняются и а-1(/)[Х— c(Q]>0 при £>т, то 

из теорем 1 и 3 следует существование четырех линейно неза­
висимых решений уравнения (8) Zi (t), i = 1, 2, 3, 4, допускаю­
щих при больших значениях t асимптотическое представление:

*i (0 = | X - с (t) Г'Л cos (t) [1 + о (1)], 

г2 (t) = | X - с (^ Г’Л sin ? (t) [1 + о (1)], 

23 (0 = IX — с (0 Г7, e~w [1 + о (1)], 

2« (0 = IX — с (t) \ч.еЫ [14-0(4)], (10)

имя
Аналогичные асимптотические формулы можно построить и для 

dz, d^Z; d / d2zi \ dz, 
функций-^, а— и + &-^, i= 1,2, 3,4.

Функция c(t) удовлетворяет, в частности, условиям (9), если 
|с(/)|—> оо при t—>oo, с' (t) и с" (t) не меняют знак в интервале (т, оо) 
и d (t) = О [са (t)], 0<a<s/4. Мы получаем полную аналогию с извест­
ными исследованиями асимптотического поведения решений диффе­
ренциального уравнения второго порядка, играющими важную роль 
в спектральной теории дифференциальных операторов (2).
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